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1. Введение

В теории дифференциальных игр хорошо известна задача пре-
следования группой преследователей и задача уклонения от группы
преследователей одного убегающего [3,6,11–14,16,17]. Естественным
обобщением указанных задач является ситуация конфликтного взаи-
модействия, когда в игре участвуют две группы – преследователей и
убегающих. Целью группы преследователей является поимка задан-
ного числа убегающих, цель группы убегающих – противоположна
[3–6,9,10,15,17–19].

К настоящему времени работы, посвященные условиям поимки
двух и более убегающих практически отсутствуют. В работе [10] рас-
смотрена задача простого преследования группы убегающих при ус-
ловии, что убегающие используют программные стратегии, а каждый

c©2012 М.Н. Виноградова



22 М.Н. Виноградова

преследователь ловит не более одного убегающего. Были получены
необходимые и достаточные условия поимки заданного числа убега-
ющих. Общая линейная задача преследования группой преследова-
телей двух убегающих без фазовых ограничений рассматривалась в
[5].

В данной работе получены достаточные условия поимки группой
преследователей двух скоординированных убегающих в нестационар-
ной задаче простого преследования с равными возможностями всех
участников.

Работа примыкает к исследованиям [1,2,8].

2. Постановка задачи

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная
игра Γ n + 2 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и двух убегающих
E1, E2. Законы движения каждого из преследователей Pi и каждого
из убегающих Ej имеют вид

ẋi(t)=a(t)ui(t), ui ∈ V, ẏj(t)=a(t)v(t), v ∈ V, xi, yj, ui, v ∈ Rk. (2.1)

При t = t0 заданы начальные условия

xi(t0) = x0
i , yj(t0) = y0

j , (2.2)

причем x0
i 6= y0

j , V – строго выпуклый компакт в Rk с гладкой грани-
цей, a : [t0,∞) → R1 – измеримая функция, ограниченная на любом
компакте.

Пусть σ – некоторое разбиение

t0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . . < τq < τq+1 < . . .

промежутка [t0,∞), не имеющее конечных точек сгущения.

Определение 2.1. Кусочно-программной стратегией W убегающих
Ej, соответствующей разбиению σ, называется семейство отобра-
жений cl (l = 0, 1, . . . , q), ставящих в соответствие величинам

(τl, xi(τl), yj(τl), min
t∈[t0,τl]

min
i
‖ xi(t)− yj(t) ‖) (2.3)

измеримую функцию v(t), определенную для t ∈ [τl, τl+1) и такую,
что

v(t) ∈ V, t ∈ [τl, τl+1).
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Определение 2.2. Кусочно-программной контрстратегией Ui пре-
следователя Pi, соответствующей разбиению σ, называется семей-
ство отображений bl

i (l = 0, 1, . . . , q), ставящих в соответствие ве-
личинам (2.3) и управлению v(t), t ∈ [τl, τl+1) измеримую функцию
ui(t), определенную для t ∈ [τl, τl+1) и такую, что

ui(t) ∈ V, t ∈ [τl, τl+1).

Обозначим данную игру Γ.

Определение 2.3. В игре Γ происходит поимка, если существует
T > 0 и для любого разбиения σ, для любых стратегий E1, E2 су-
ществуют контрстратегии U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn,

моменты времени t1, t2 ∈ [t0, T ], номера l, s ∈ {1, . . . , n} такие, что:

xl(t1) = y1(t1), xs(t2) = y2(t2).

Систему уравнений (2.1) заменим следующей:

żij = a(t)(ui − v), zij = z0
ij = x0

i − y0
j . (2.4)

3. Вспомогательные результаты

Определим функции (z 6= 0)

λM(m, z) = sup{λ > 0 | −λz ∈ M −m},

λ(t, v, z) = sup{λ > 0 | −λz ∈ a(t)V − a(t)v}.

Лемма 3.1. ([17]) Справедливо равенство

λ(t, v, z) =





a(t)λV (v, z), если a(t) > 0 ,

(−a(t))λ(−V )(−v, z), если a(t) < 0 .

Определение 3.1. ([7]) Векторы a1, a2, . . . , as образуют положи-
тельный базис Rk, если для любого x ∈ Rk существуют положи-
тельные вещественные числа α1, α2, . . . , αs такие, что

x = α1a1 + α2a2 + . . . + αsas.
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Лемма 3.2. ([17]) Пусть b1, b2, . . . , bn ∈ Rk, a(τ) 6= 0, V – строго
выпуклый компакт с гладкой границей. Следующие утверждения
равносильны:

1. δ(τ) = min
v∈V

max
i

λ(τ, v, bi) > 0;

2. векторы b1, b2, . . . , bn образуют положительный базис Rk;

3. 0 ∈ Intco{b1, b2, . . . , bn}.

Лемма 3.3. Пусть b1, b2, . . . , bn образуют положительный базис Rk

и V – строго выпуклый компакт с гладкой границей. Тогда
T∫

t0

δ(s)ds = ∞ тогда и только тогда, когда
T∫

t0

| a(s) | ds = ∞.

Справедливость леммы сразу следует из леммы 3.1.

4. Поимка двух убегающих

В дальнейшем будем предполагать, что выполнено следующее
предположение.

Предположение 4.1. Справедливо равенство
∞∫
t0

| a(s) | ds = +∞.

Теорема 4.1. Пусть существуют множества

J1, J2 ⊂ {1, . . . , n}, I1, I2 ⊂ I0 \ (J1 ∪ J2), I1 ∩ I2 = ∅

такие, что наборы

{z0
i1, i ∈ J1,−c}, {z0

i2, i ∈ J2, c},

{z0
l1, l ∈ J1 \ (J1 ∩ J2), z0

s2, s ∈ J2 \ (J1 ∩ J2), z
0
α1, α ∈ I1, z

0
β2, β ∈ I2}

образуют положительный базис, причем

|J1| > k, |J2| > k, |J0
1 |+ |J0

2 | > k + 1,

где
c = y0

1 − y0
2, I0 = {1, . . . , n},

J0
1 = (I1 ∪ J1) \ (J1 ∩ J2), J0

2 = (I2 ∪ J2) \ (J1 ∩ J2).

Тогда в игре Γ происходит поимка.
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Доказательство. Пусть σ = {t0 = τ0 < τ1 < . . .} – разбиение [t0,∞).

1. J1 ∩ J2 =∅. Так как {z0
i1, i ∈ J1,−c}, {z0

i2, i ∈ J2, c} образуют поло-
жительный базис, то существуют положительные числа γi1, i∈J1, γi2,
i ∈ J2 такие, что

∑
i∈J1

γi1z
0
i1 − c = 0 ,

∑
i∈J2

γi2z
0
i2 + c = 0 ,

следовательно ∑
i∈J1

γi1z
0
i1 +

∑
i∈J2

γi2z
0
i2 = 0.

Поэтому

{z0
i1, i ∈ J1, z0

i2, i ∈ J2} (4.1)

образуют положительный базис.
Задаем управление преследователей Pi на [τs, τs+1) следующим

образом (t ∈ [τs, τs+1)):

a(t)ui(t) = a(t)v(t)− λ(t, v, z0
i1)z

0
i1, i ∈ J1,

a(t)ui(t) = a(t)v(t)− λ(t, v, z0
i2)z

0
i2, i ∈ J2.

Если a(t) = 0, то управления преследователей задаем произвольно.
Управление остальных преследователей задаем произвольно.

Из системы (2.4) получаем

zi1(t) = z0
i1hi1(t), zi2(t) = z0

i2hi2(t),

где

hi1(t) = 1−
t∫

t0

λ(τ, v(τ), z0
i1)dτ, i ∈ J1,

hi2(t) = 1−
t∫

t0

λ(τ, v(τ), z0
i2)dτ, i ∈ J2.

Имеем

∑
i∈J1

hi1(t)= |J1|−
t∫

t0

∑
i∈J1

λ(τ, v(τ), z0
i1)dτ 6 |J1|−

t∫

t0

max
i∈J1

λ(τ, v(τ), z0
i1) dτ,



26 М.Н. Виноградова

∑
i∈J2

hi2(t)= |J2|−
t∫

t0

∑
i∈J2

λ(τ, v(τ), z0
i2)dτ 6 |J2|−

t∫

t0

max
i∈J2

λ(τ, v(τ), z0
i2) dτ.

Тогда ∑
i∈J1

hi1(t) +
∑
i∈J2

hi2(t) 6 |J1|+ |J2|−

−
t∫

t0

max{max
i∈J1

λ(τ, v(τ), z0
i1), max

i∈J2

λ(τ, v(τ), z0
i2)} dτ 6

6 |J1|+ |J2| −
t∫

t0

δ(s) ds .

Из предположения 4.1 и леммы 3.2 следует, что существует мо-
мент времени T 0 такой, что

|J1|+ |J2| −
T 0∫

t0

δ(s) ds 6 0.

Следовательно, существуют номера r, s и момент T0 такие, что

либо hr1(T0) = 0, либо hs2(T0) = 0.

Если hr1(T0) = hs2(T0) = 0 при некоторых r ∈ J1, s ∈ J2, то
xr(T0) = y1(T0), xs(T0) = y2(T0). Таким образом, в игре Γ происходит
поимка.

Рассмотрим случай, когда только одна из функций hij равна ну-
лю. Пусть, например, hr1(T0) = 0, r ∈ J1, hs2(T0) 6= 0, для любых
s ∈ J2. Тогда zr1(T0) = 0, следовательно xr(T0) = y1(T0). Так как

z0
i2 =

1

hi2(T0)
zi2(T0), i ∈ J2

и zr2(T0) = xr(T0)− y2(T0) = xr(T0)− y1(T0) + y1(T0)− y2(T0) =

= y1(T0)− y2(T0) = c, то набор

{zi2(T0), i ∈ J2, c}
образует положительный базис. Согласно [1] преследователи
{Pi, i ∈ J2, Pr} ловят убегающего. Таким образом, в игре Γ проис-
ходит поимка.
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2. J1 ∩ J2 6= ∅. Пусть J = J1 ∩ J2, тогда J0
1 = I1 ∪ (J1 \ J),

J0
2 = I2 ∪ (J2 \ J).
Задаем управление преследователей следующим образом:

a(t)ui(t) = a(t)v(t)− λ(t, v(t), z0
i1)z

0
i1, i ∈ J0

1 ,

a(t)ui(t) = a(t)v(t)− λ(t, v(t), z0
i2)z

0
i2, i ∈ J0

2 ,

ui(t) = v(t), i ∈ J, t ∈ [τs, τs+1).

Управление остальных преследователей задаем произвольно.
Из системы (2.4) имеем

zi1(t) = z0
i1hi1(t), i ∈ J0

1 ,

zi2(t) = z0
i2hi2(t), i ∈ J0

2 ,

zi1(t) = z0
i1, zi2(t) = z0

i2, i ∈ J,

где

hi1(t) = 1−
t∫

t0

λ(τ, v(τ), z0
i1) dτ, i ∈ J0

1 ,

hi2(t) = 1−
t∫

t0

λ(τ, v(τ), z0
i2) dτ, i ∈ J0

2 .

Имеем

∑

i∈J0
1

hi1(t) = |J0
1 | −

t∫

t0

∑

i∈J0
1

λ(τ, v(τ), z0
i1) dτ 6

6 |J0
1 | −

t∫

t0

max
i∈J0

1

λ(τ, v(τ), z0
i1) dτ,

∑

i∈J0
2

hi2(t) = |J0
2 | −

t∫

t0

∑

i∈J0
2

λ(τ, v(τ), z0
i2) dτ 6

6 |J0
2 | −

t∫

t0

max
i∈J0

2

λ(τ, v(τ), z0
i2) dτ.
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Поэтому ∑

i∈J0
1

hi1(t) +
∑

i∈J0
2

hi2(t) 6 |J0
1 |+ |J0

2 |−

−
t∫

t0

max{max
i∈J0

1

λ(τ, v(τ), z0
i1), max

i∈J0
2

λ(τ, v(τ), z0
i2)} dτ 6

6 |J0
1 |+ |J0

2 | −
t∫

t0

δ(s) ds.

Из предположения 4.1 и леммы 3.2 следует, что существует мо-
мент времени T 0 такой, что

|J0
1 |+ |J0

2 | −
T 0∫

t0

δ(s) ds 6 0.

Следовательно, либо существуют номер r ∈ J0
1 , либо s ∈ J0

2 и момент
времени T0 такие, что

hr1(T0) = 0, либо hs2(T0) = 0.

Если hr1(T0) = hs2(T0) = 0, то xr(T0) = y1(T0), xs(T0) = y2(T0).

Таким образом, в игре Γ происходит поимка обоих убегающих одно-
временно.

Рассмотрим случай, когда только одна из функций hij обратится
в нуль. Пусть, например, hr1(T0) = 0, r ∈ J0

1 , hs2(T0) 6= 0, для всех
s ∈ J0

2 . Получаем,что zr1(T0) = 0, следовательно xr(T0) = y1(T0).

Так как
z0

i2 =
1

hi2(T0)
zi2(T0), i ∈ J0

2

и zr2(T0) = xr(T0)− y2(T0) = xr(T0)− y1(T0) + y1(T0)− y2(T0) =

= y1(T0)− y2(T0) = c. Поэтому набор

{zi2(T0), i ∈ J2, c}

образует положительный базис. Согласно [1] преследователи
{Pi, i ∈ J0

2 , Pr} ловят убегающего. Таким образом, в игре Γ проис-
ходит поимка.
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Пример 1.
Пусть k = 2, n = 5, m = 2, начальные позиции игроков

x0
1 = (−2, 3), x0

2 = (2, 3), x0
3 = (1, 4),

x0
4 = (2,−3), x0

5 = (6,−1), y0
1 = (0, 2), y0

2 = (3, 0).

Функция a(t) =
1

t
, t0 = 1. В качестве J1, J2, I1, I2 возьмем множества

J1 = {1, 2}, J2 = {4, 5}, I1 = {3}, I2 = {∅}.

Тогда наборы векторов

{z0
11, z

0
21,−c}, {z0

42, z
0
52, c}, {z0

11, z
0
21, z

0
42, z

0
52, z

0
31}

образуют положительный базис. Получаем, что условие теоремы вы-
полнено. Следовательно, в данной игре происходит поимка.
Пример 2.

Пусть k = 3, n = 6, m = 2,

x0
1 = (−3, 0, 0), x0

2 = (0, 3, 3), x0
3 = (2, 2,−1), x0

4 = (−1,−3, 1),

x0
5 = (3,−2, 0), x0

6 = (2, 3, 4), y0
1 = (0, 1, 0), y0

2 = (0, 0, 2).

Функция a(t) = sin t, t0 = 0. В качестве J1, J2, I1, I2 возьмем множе-
ства

J1 = {1, 2, 3}, J2 = {2, 3, 4}, I1 = {5}, I2 = {6}.
Получаем, что наборы векторов

{z0
11, z

0
21, z

0
31,−c}, {z0

22, z
0
32, z

0
42, c}, {z0

11, z
0
42, z

0
51, z

0
62}

образуют положительный базис, условие теоремы выполнено. Сле-
довательно, в данной игре происходит поимка.
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ON THE CAPTURE OF TWO ESCAPEES IN THE
NON-STATIONARY PROBLEM OF SIMPLE PURSUIT

Marina N. Vinogradova, Udmurt State University Branch in
Votkinsk, assistant (mnvinogradova@mail.ru).

Abstract : A differential game of the group pursuit of two fleeing a group
of persecutors and two escapees at equal dynamic opportunities of all
participants is considered. Sufficient conditions for capture are received.

Keywords : differential game, group pursuit, piece-program strategy and
counterstrategy.


