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ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü èõòèîöåíîç, íàõîäÿùèéñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì íåñêîëüêèõ âèäîâ ïðîìûñëà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèé
ê èãðîâûì êîíñòðóêöèÿì â ñòàòüå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîïóëÿöèé è ñîîáùåñòâ ìîðñêèõ ðûá.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ðàâíîâåñèå, ïðîìûñåë, ðûá-
íàÿ ïîïóëÿöèÿ, ñîîáùåñòâî.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ ïðîáëåìû
ìíîãîâèäîâîãî ðûáîëîâñòâà. Ïîïóëÿöèè ìîðñêèõ ðûá è èõ ñîîáùå-
ñòâà, êàê ïðàâèëî, îáëàâëèâàþòñÿ íåñêîëüêèìè ôëîòèëèÿìè, â òîì
÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ òèïîâ îðóäèé ëîâà. Êàæäàÿ èç ôëî-
òèëèé ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä îò ïðîìûñëà, â ýòîé ñâÿçè
ìåæäó íèìè ìîãóò âîçíèêàòü êîíôëèêòíûå ñèòóàöèè. Âîïðîñ î ïðè-
íÿòèè ðåøåíèé â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ ïðèâîäèò ê èãðîâûì çàäà÷àì
óïðàâëåíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàâíîâåñíûå â ñìûñëå Íýøà è Øòàêåëüáåðãà ðåøåíèÿ.

2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî m ïîïóëÿöèé, êî-
òîðîå ïîäâåðãàåòñÿ óïðàâëåíèþ ñî ñòîðîíû n èãðîêîâ. Äèíàìèêà áèî-
ìàññû ñîîáùåñòâà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

ẋ = f(t, x, u), x(0) = x0,

ãäå ÷åðåç x(t) îáîçíà÷åí âåêòîð áèîìàññ, à ÷åðåç u(t) � âåêòîð óïðàâ-
ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî ìîæåò áûòü èõòèîöåíîç,
íàõîäÿùèéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì íåñêîëüêèõ âèäîâ ïðîìûñëà èëè ïîä
âîçäåéñòâèåì ðàçíûõ ðûáîëîâåöêèõ êîìïàíèé. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ â ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [7, 8, 9],
èãðîâàÿ ïîñòàíîâêà òàêèõ çàäà÷ èññëåäîâàëàñü â [5].

Êàæäûé èãðîê èìååò ñâîé êðèòåðèé êà÷åñòâà Φk(x, uk) è âûáè-
ðàåò ñâîþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ýòîãî
êðèòåðèÿ

Φk(x, uk) → sup
uk

.
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Âñå èãðîêè íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è èìåþò èíôîðìàöèþ î ñîñòî-
ÿíèè ñîîáùåñòâà. Â íàøåé çàäà÷å êðèòåðèè îïòèìèçàöèè èìåþò èí-
òåãðàëüíûé âèä

Φk(x, u) =

T∫

0

ϕk(t, x, uk)dt.

Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ Φk äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì âåêòîðà
óïðàâëåíèé u(t) ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Äîïóñòèìûå óïðàâëå-
íèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà [0,∞) íåîòðèöà-
òåëüíûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà. Ìíîæåñòâî òà-
êèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì U .

Çàäà÷ó òåîðèè èãð




Φk(x, uk) =
T∫
0

ϕk(t, x, uk)dt → sup
uk∈U

, k = 1, . . . , n,

ẋ = f(t, x, u), x(0) = x0.

(2.1)

áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé.

3. Ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü íà ôóíêöèè çàäà÷è (2.1) íàëîæåíû ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:

1. ôóíêöèÿ f(t, x, u) íåïðåðûâíà ïî t ∈ [0,∞), íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà ïî x ∈ [0,∞) è àôôèííà ïî u,

2. ôóíêöèè ϕk(t, x, uk) íåïðåðûâíû ïî t ∈ [0,∞), íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû ïî uk ∈ [0,∞) è ñòðîãî âîãíóòû ïî uk.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî u(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå x(t) çàäà÷è (2.1), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò t è u.
Òîãäà, åñëè (x̂, û) > 0 � ðàâíîâåñèå Íýøà â çàäà÷å (2.1), òî û(t) îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

ûk(t) = u+
k (t), uk(t) : ∂ϕk(t,x̂,uk)

∂uk
+ λk

∂f(t,x̂,u)
∂uk

= 0, k = 1, . . . , n, (3.1)

ãäå a+ = max{a, 0}, à âåêòîð-ôóíêöèè λk(t) äëÿ k = 1, . . . , n ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{
λ̇k = −∂ϕk(t,x̂,ûk)

∂x
− λk

∂f(t,x̂,û)
∂x

, k = 1, . . . , n,

λk(T ) = 0.
(3.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [4] â
ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå. Ãàìèëüòîíèàí äëÿ k-ãî êðèòåðèÿ Φk èìååò âèä

Hk(t, x, uk, λk) = ϕ(t, x, uk) + λk(t) · f(t, x, u), (3.3)

ãäå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè λk óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
λ̇k = −∂ϕk(t,x,uk)

∂x
− λk

∂f(t,x,u)
∂x

,

λk(T ) = 0, k = 1, . . . , n.

Ìàêñèìèçàöèÿ ôóíêöèè (3.3) ïî uk ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

∂Hk

∂uk

=
∂ϕk(t, x, uk)

∂uk

+ λk
∂f(t, x, u)

∂uk

= 0, k = 1, . . . , n. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî,

∂2Hk

∂u2
k

=
∂2ϕk(t, x, uk)

∂u2
k

+ λk
∂2f(t, x, u)

∂u2
k

=
∂2ϕk(t, x, u)

∂u2
k

< 0

â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.4) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ãàìèëüòîíèàíà Hk. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ k-ãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

ûk(t) = u+
k (t),

ãäå uk � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó ê ñèñòåìå (2.1) ïî-
ñëåäîâàòåëüíî n ðàç ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íàõîäèì îïòèìàëüíîå ïî
êðèòåðèþ n-ãî èãðîêà óïðàâëåíèå un êàê ôóíêöèþ îñòàëüíûõ óïðàâ-
ëåíèé, ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèâ ýòî óïðàâ-
ëåíèå â óðàâíåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1) è äîáàâèâ óðàâíåíèÿ äëÿ
ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñ (n− 1)-èì èãðîêîì. Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì îïòèìàëüíîå un−1 óïðàâëåíèå, è òàê äà-
ëåå, äî u1. Çàòåì îáðàòíûì õîäîì âîññòàíàâëèâàåì âñå óïðàâëåíèÿ è
ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
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4. Ïðèìåíåíèå ê áèîëîãè÷åñêèì ñîîáùåñòâàì
Ïóñòü äèíàìèêà áèîìàññ ñîîáùåñòâà m âèäîâ ïðåäñòàâëåíà ñè-

ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ñ ôóíêöèÿìè fi â âèäå
ðàçíîñòè äâóõ ôóíêöèé: ôóíêöèè âîñïðîèçâîäñòâà gi(t, x) è ôóíêöèè
èíòåíñèâíîñòè ïðîìûñëà hi(x, u), ò.å. fi(t, x, u) = gi(t, x)− hi(x, u).

Ïîëàãàåì, ÷òî ðîñò ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé [2]

gi(x) = ri(t)

Ki(t)−
m∑

j=1

γijxj

Ki(t)
xi,

à ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïðîìûñëà ïðåäñòàâëåíû â âèäå

hi(x, u) =
n∑

k=1

qikxiuk,

ãäå qik � êîýôôèöèåíòû óëàâëèâàåìîñòè, uk � èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñ-
ëîâîãî óñèëèÿ, ò.å. êîëè÷åñòâî ïðîìûñëîâûõ îïåðàöèé, îñóùåñòâëÿ-
åìûõ k-ì èãðîêîì â åäèíèöó âðåìåíè. Ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðî-
ìûñëà ϕk(x, u) îïèñûâàåò äîõîä îò ñáîðà óðîæàÿ â âèäå

ϕk(x, u) =
m∑

i=1

pikqikxiuk − cku
2
k,

ãäå pik � äîõîä îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû áèîìàññû äîáûòîãî óðîæàÿ
i-ãî âèäà k-ì èãðîêîì, êîýôôèöèåíòû ck õàðàêòåðèçóþò ñòðîãóþ âî-
ãíóòîñòü â çàòðàòàõ k-ãî èãðîêà, ÷òî â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ýêîíîìè-
÷åñêèì çàêîíîìåðíîñòÿì [9].

Òîãäà îñíîâíàÿ çàäà÷à (2.1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:




Φk =
T∫
0

(
m∑

i=1

pikqikxiuk − cku
2
k)dt → sup, k = 1, n ,

ẋi = ri

Ki−
m∑

j=1
γijxj

Ki
xi −

n∑
k=1

qikxiuk, i = 1,m ,

x(0) = x0.

(4.1)

Â ïðèìåðàõ çàäà÷à (4.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðûá-
íîìó ïðîìûñëó. Âî âñåõ ïðèìåðàõ ïðèñóòñòâóþò äâà ñïîñîáà ïðî-
ìûñëà, íàçûâàåìûå, êàê ïðèíÿòî â òåîðèè èãð, èãðîêàìè. Ïåðâûé
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ïðèìåð îñíîâàí íà ðåàëüíûõ äàííûõ äëÿ îäíîé èç ïîïóëÿöèé òðåñêè
â Áåðèíãîâîì ìîðå. Îñòàëüíûå ïðèìåðû ïîñòðîåíû ïî àíàëîãèè ñ
êîíêóðåíòíûìè ñîîáùåñòâàìè ðûá â äàëüíåâîñòî÷íûõ ìîðÿõ. Â íà-
øèõ ïðèìåðàõ ýòî òðåõâèäîâûå ñîîáùåñòâà. Ìû îãðàíè÷èëèñü òîëü-
êî êîíêóðåíòíûìè îòíîøåíèÿìè ìåæäó âèäàìè, õîòÿ äðóãèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ â ðåàëüíîñòè òàêæå ïðèñóòñòâóþò. Ïåðâûé è âòîðîé ïðèìå-
ðû îðèåíòèðîâàíû íà ïîñòîÿííûå óñëîâèÿ âíåøíåé ñðåäû, à ïîñëåä-
íèå äâà èìèòèðóþò èçìåíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Ýòè èçìåíåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì âåñü ðàññìàòðè-
âàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñîäåðæèò äâà ïåðèîäà èçìåíåíèé âíåø-
íåé ñðåäû.

Ðåøàåòñÿ ÷åòûðå âàðèàíòà çàäà÷è:
À) ðàâíîâåñèå ïî Íýøó;
Â) êîîïåðàòèâíîå ðàâíîâåñèå, ïðè êîòîðîì ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñóì-

ìà êðèòåðèåâ îáîèõ èãðîêîâ (öåíà îäíà, çàòðàòû ðàçíûå);
Ñ) ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó;
D) ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà ôèêñèðîâàíà, èùåòñÿ îïòèìàëüíûé

îòâåò ïåðâîãî èãðîêà.
Ïðèìåð 1. Ïðîìûñåë êàðàãèíñêîé òðåñêè ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà

òðàëîâî-ñíþððåâîäíûé u1 è ÿðóñíûé u2. Äëÿ êàðàãèíñêîé òðåñêè êî-
ýôôèöèåíò ðîñòà ðàâåí r = 0.366 ãîä−1, åìêîñòü íèøè K = 212 òûñ.
òîíí, γ = 1. Êîýôôèöèåíòû óëàâëèâàåìîñòè q1 = 0.291 òûñ.ñóäîñó-
òîê−1, q2 = 0.108 òûñ.ñóäîñóòîê−1, êîýôôèöèåíòû äîõîäà îò âûëîâà
1 òûñ.òîíí ñíþððåâîäîì p1 = 0.5 è ÿðóñîì p2 = 1.2, c1 = c2 = 5. Íà÷à-
ëî îòñ÷åòà t = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó 1985 ãîäà, x0 = 83.2 òûñ.òîíí,
T = 24 ãîäà. Â âàðèàíòå D èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ ÿðóñ-
íîãî ôëîòà ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé u2 = 0.6 òûñ.ñóäîñóòîê · ãîä−1.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ
îïòèìèçàöèè äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Â âàðèàíòå À ñíà÷àëà ïîïóëÿöèÿ âûâîäèòñÿ íà óðîâåíü áèîìàñ-
ñû, ïðè êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óñòîé÷èâûé äîõîä
îò èçúÿòèÿ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Ïðè áîëüøèõ T ýòîò ìàãèñòðàëüíûé
óðàâíîâåøåííûé ðåæèì ïðåîáëàäàåò âî âðåìåíè. Â ýòîì ðåæèìå ïî-
ïóëÿöèÿ ýêñïëóàòèðóåòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ. Íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé èãðîêîâ è áèîìàññû ïîïóëÿöèè â ðàâíîâåñíîì
ðåæèìå îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé f = 0, ∂ϕ1

∂u1
= 0, ∂ϕ2

∂u2
= 0 è ðàâ-
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íû û1 = 0.414, û2 = 0.703 ïðè áèîìàññå x̂ = 98.173.
Íà çàêëþ÷èòåëüíîì îòðåçêå âðåìåíè ýêñïëóàòàöèè èíòåíñèâíîñòü

ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ èãðîêîâ óñèëèâàåòñÿ � íàñòóïàåò ýòàï èçáûòî÷-
íîãî ïðîìûñëà, ïðè êîòîðîì èãðîêè ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî
áîëüøèé äîõîä, íå ùàäÿ ïîïóëÿöèþ.

Òàáëèöà 1. Èòîãîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ èãðîêîâ âî âñåõ
ïðèìåðàõ

Ïðèìåð 1 Ïðèìåð 2 Ïðèìåð 3 Ïðèìåð 4
âàðèàíò À Φ1 119.458 0.505 8.080 6.479

Φ2 145.190 6.641 5.505 1.856
âàðèàíò Â Φ1 27.726 0.292 8.313 6.556

Φ2 296.690 7.057 5.542 1.835
âàðèàíò Ñ Φ1 121.391 0.506 8.083 6.480

Φ2 127.043 6.627 5.470 1.853
âàðèàíò D Φ1 129.872 0.643 8.806 4.739

Φ2 137.284 6.148 6.368 1.546

Â âàðèàíòàõ B, C, D çàäà÷è ïðîñëåæèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ êàðòè-
íà ¾âûõîäà íà ìàãèñòðàëü¿, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîâåñíîå
ðåøåíèå. Â âàðèàíòå B íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé è áèîìàññû íà ìàãèñòðàëüíîì ðåæèìå ðàâíû û1 = 0, û2 =

1.047 ïðè ðàâíîâåñíîé áèîìàññå x̂ = 146.3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàèáîëü-
øèé óñòîé÷èâûé ñóììàðíûé äîõîä îáîèõ èãðîêîâ äîñòèãàåòñÿ, êîãäà
ïðîìûñåë îñóùåñòâëÿåò òîëüêî âòîðîé èãðîê (ÿðóñíûé ëîâ).

Â âàðèàíòå Ñ çàäà÷è íàëè÷èå ó ïåðâîãî èãðîêà èíôîðìàöèè î
ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà ïîçâîëÿåò åìó óâåëè÷èòü ñâîè äîõîäû îò
ïðîìûñëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîâåñèå
ïî Øòàêåëüáåðãó âûãîäíåå äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, íî õóæå äëÿ âòîðîãî.
Òàêîé æå âûâîä ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðè ýòîì, â äàííîì ïðèìåðå, â âàðèàíòå C ñóììàðíûé äîõîä èã-
ðîêîâ íàèìåíüøèé (òàáë. 1).

Â âàðèàíòå D ïðè u2 = 0.6 îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ
û1 è áèîìàññû x̂ íà óðàâíîâåøåííîì ìàãèñòðàëüíîì ðåæèìå ðàâíû
û1 = 0.429 ïðè áèîìàññå x̂ = 101.945.
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Ðèñóíîê 1. Äèíàìèêà áèîìàññû òðåñêè è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ

Ðèñóíîê 2. Ðåàëüíûå âûëîâ (ñëåâà) è äèíàìèêà áèîìàññû (ñïðàâà)
òðåñêè ñ 1985 ïî 2009 â ñðàâíåíèè ñ îïòèìàëüíûìè ïî Íýøó

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåàëüíûé âûëîâ w è áèîìàññà òðåñêè
x∗ â 1985-2009ãã. â ñðàâíåíèè ñ îïòèìàëüíûì âûëîâîì v = qûx̂ è
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áèîìàññîé x ïî Íýøó. Ñóììàðíûé âûëîâ ñíþððåâîäîì çà ïåðèîä ñ
1985 ïî 2009 ïî äàííûì ïðîìûñëîâîé ñòàòèñòèêè ñîñòàâëÿåò 333.357
òûñ.òîíí, ÿðóñîì � 74.49 òûñ.òîíí (ðèñ. 2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äîõîäó
â 256.067 åäèíèö.

Ñëåäóþùèå òðè ïðèìåðà èìèòèðóþò ïðîìûñåë äâóìÿ ñïîñîáàìè
â òðåõâèäîâîì ñîîáùåñòâå. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè â ìîðÿõ âñòðå÷àþòñÿ
äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Âòîðîé ïðèìåð ðàññìàòðèâàåò ñîîáùåñòâî â ñòà-
öèîíàðíîé ñðåäå, à ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà èìèòèðóþò èçìåí÷èâîñòü
ñðåäû îáèòàíèÿ ïðè íåñêîëüêî ðàçíûõ âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó âè-
äàìè.

Ïðèìåð 2. Ïàðàìåòðû ñîîáùåñòâà çàäàíû ñëåäóþùèìè: r =

(0.38, 0.53, 0.87), K = (1.236, 2.956, 0.257), x0 = (0.611, 0.530, 0.126),
c = (2, 1.5),

γ =




1.000 0.243 0.460

0.253 1.000 0.093

0.149 0.045 1.000


 , q =




0.4 1.0

0.2 1.0

0.2 1.0


 , p =




1.0 1.0

1.1 1.1

1.2 1.2


 .

Â âàðèàíòå D óïðàâëåíèå âòîðîãî èãðîêà çàäàíî ñëàáî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé: u2 = ln( t

50
+ 1).

Â ýòîì ïðèìåðå ïåðâûé ñïîñîá ëîâà ãîðàçäî ìåíåå ýôôåêòèâåí,
÷åì âòîðîé, òàê êàê ∀i qi,1 ≤ qi,2, c2 < c1. Íàèáîëåå öåííûìè äëÿ
ïðîìûñëà ÿâëÿþòñÿ 2-é è 3-é âèä, ïðè ýòîì 1-é âèä â áîëüøåé ñòå-
ïåíè ïîäâåðæåí ïðîìûñëó q1,k ≥ qi,k, i = 2, 3. Ïîýòîìó âî âñåõ âà-
ðèàíòàõ çàäà÷è áèîìàññà ïåðâîãî âèäà áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê
îí íàèìåíåå êîíêóðåíòíîñïîñîáåí è èìååò íèçêèé êîýôôèöèåíò âîñ-
ïðîèçâîäñòâà. Ñíà÷àëà èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ èãðîêîâ
íåâûñîêà, çà ñ÷åò ÷åãî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûâîä áèîìàññû âòîðîãî âèäà
íà âûñîêèé óðîâåíü âîñïðîèçâîäñòâà. Çàòåì ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ
ñîîáùåñòâî ýêñïëóàòèðóåòñÿ èãðîêàìè â ðåæèìå, áëèçêîì ê ðàâíîâåñ-
íîìó ìàãèñòðàëüíîìó. Ïðè ýòîì â âàðèàíòå B èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñ-
ëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà çàìåòíî âûøå, à ïåðâîãî � íèæå, ÷åì â
âàðèàíòàõ A,C. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì îòðåçêå âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü
ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà óâåëè÷èâàåòñÿ âî âñåõ âàðèàí-
òàõ, ò.å. íà÷èíàåòñÿ ïåðåýêñïëóàòàöèÿ ñîîáùåñòâà âòîðûì èãðîêîì.
Ïðè ýòîì â âàðèàíòå B èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ ïåðâîãî
èãðîêà óâåëè÷èâàåòñÿ, à â âàðèàíòàõ A, C � óìåíüøàåòñÿ, òàê êàê
åãî äîõîäû ïàäàþò ïðè ñíèæåíèè áèîìàññû âòîðîãî âèäà.



12 À.È. Àáàêóìîâ, Î.È. Èëüèí, Í.Ñ. Èâàíêî

Ðèñóíîê 3. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âî âòîðîì ïðèìåðå

Ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ â âàðèàíòå B, íî
ïðè ýòîì âûèãðûø âòîðîãî èãðîêà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â îñòàëü-
íûõ âàðèàíòàõ. Â âàðèàíòå D çàðàíåå âûáðàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîìûñëà
âòîðîãî èãðîêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åãî âûèãðûø ìèíèìàëüíûé, à
âûèãðûø ïåðâîãî ìàêñèìàëüíûé èç âñåõ âàðèàíòîâ.

Â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïðèìåðàõ âàðèàáåëüíîñòü ñðåäû èìèòèðó-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ðîñòà r è åìêîñòè
ýêîëîãè÷åñêîé íèøè K. ×åòâåðòûé ïðèìåð îòëè÷àåòñÿ îò òðåòüåãî
ïàðàìåòðàìè âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ è âîçäåéñòâèÿ íà íèõ ïðîìûñëà.

Ïðèìåð 3. Âàðèàáåëüíîñòü ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè: r =

r0(1 + 1
2
sin 4π

T
), r0 = (0.03, 0.04, 0.07), K = K0(1 + 1

5
sin 4π

T
), K0 =

(7, 8, 7). Íà÷àëüíûå äàííûå x0 = (3.412, 2.208, 2.956) è êîýôôèöèåí-
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òû çàòðàò c = (0.02, 0.03) çàäàíû ïî àíàëîãèè ñ íåêîòîðûìè ñîîáùå-
ñòâàìè ðûá â äàëüíåâîñòî÷íûõ ìîðÿõ, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêæå
èìåþò ïðàâäîïîäîáíûå çíà÷åíèÿ:

γ =




0.6 0.2 0.3

0.4 0.7 0.5

0.5 0.3 0.5


 , q = 0.005




1 1

1 1

1 1


 , p =




2 2

2 2

3 3


 .

Â âàðèàíòå D ïîëîæèëè u2 = ln( t
10

+ 1).
Â öåëîì, äèíàìèêà áèîìàññû ñîîáùåñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðà-

òåãèÿõ èìååò îäíó è òó æå êàðòèíó (ðèñ. 4). Â ýòîì ïðèìåðå 3-é
âèä ñàìûé öåííûé, ïîýòîìó èãðîêè îðèåíòèðîâàíû íà åãî ïðîìûñåë.
Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðîãî èãðîêà íèæå,
ïîòîìó ÷òî åãî ðàñõîäû âûøå (c2 > c1). Âñå âèäû â îäèíàêîâîé ñòå-
ïåíè ïîäâåðæåíû âûëîâó ∀i, j qi,j = 0.005. Òðåòèé (i = 3) âèä èìååò
ñàìûé âûñîêèé êîýôôèöèåíò âîñïðîèçâîäñòâà, áëàãîäàðÿ ýòîìó åãî
áèîìàññà ïðîäîëæàåò ðàñòè. Ïåðâûé (i = 1) è âòîðîé (i = 2) âèäû
ïîä äåéñòâèåì ïðîìûñëà òåðÿþò â áèîìàññå, òåì ñàìûì îñâîáîæäàÿ
íèøó äëÿ òðåòüåãî, ò.å. â äàííîì ïðèìåðå ïðîìûñåë ñïîñîáñòâóåò
ïðîöâåòàíèþ ñàìîãî öåííîãî òðåòüåãî âèäà.

Êàê è ðàíåå íàèáîëüøèé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ â âàðèàí-
òå B, ãäå èãðîêè èìåþò îáùóþ öåëü, ïðè ýòîì è äîõîä êàæäîãî èç íèõ
â ÷àñòíîñòè îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì, ÷åì â âàðèàíòàõ A è C. Èíòåðåñ-
íî çàìåòèòü, ÷òî ñóììàðíûé äîõîä îáîèõ èãðîêîâ ïðè îïòèìàëüíîì
ïî Øòàêåëüáåðãó (ðèñ. 4, C) óïðàâëåíèè ìîæåò áûòü íèæå, ÷åì ñóì-
ìàðíûé äîõîä â ñëó÷àå, êîãäà îïòèìèçèðóåò ñâîþ ñòðàòåãèþ òîëüêî
ïåðâûé èãðîê, à ñòðàòåãèÿ âòîðîãî çàðàíåå èçâåñòíà (ðèñ. 4, D).

Ïðèìåð 4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ïðèìåðà 3. Çäåñü r =

r0(1 + 1
2
sin 4π

T
), r0 = (0.03, 0.06, 0.04), K = K0(1 + 1

5
sin 4π

T
), K0 =

(10, 12, 8), x0 = (5, 1, 3), c = (0.01, 0.02),

γ =




0.5 0.7 0.3

0.3 0.5 0.2

0.7 0.8 0.5


 , q = 0.001




2 1

2 3

4 2


 , p =




2 2

3 3

3 3


 .

Â âàðèàíòå D óïðàâëåíèå âòîðîãî èãðîêà âûáðàíî â âèäå u2 = ln( t
10

+

1).
Â ýòîì ïðèìåðå â îòñóòñòâèå ïðîìûñëà ïðè áîëüøèõ T äîìèíè-

ðóåò âòîðîé âèä, à ïåðâûé è òðåòèé ãèáíóò. Íàèáîëåå öåííûìè äëÿ
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Ðèñóíîê 4. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ â òðåòüåì ïðèìåðå

ïðîìûñëà ÿâëÿþòñÿ 2-é è 3-é âèä, îíè æå è â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì
ïåðâûé âèä, ïîäâåðæåíû ïðîìûñëó q1,k ≤ qi,k, i = 2, 3. Âî âñåõ âàðè-
àíòàõ A, B, C, D áèîìàññà âòîðîãî âèäà áûñòðî ðàñòåò, òàê êàê îí
íàèáîëåå êîíêóðåíòíîñïîñîáåí è èìååò âûñîêèé êîýôôèöèåíò ðîñòà.
Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îáëàâëèâàþòñÿ, â îñíîâíîì, áîëåå öåííûå âèäû,
îáåñïå÷èâàåòñÿ ðîñò áèîìàññû ìåíåå öåííîãî ïåðâîãî âèäà. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîìûñåë íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòåí äëÿ òðåòüåãî âèäà, åãî
áèîìàññà óìåíüøàåòñÿ. Èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ âòîðî-
ãî èãðîêà íèæå, ïîòîìó ÷òî åãî ðàñõîäû íà ïðîìûñåë áîëåå âûñîêè
(c2 > c1). Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò (òàáë. 1), ÷òî ïðè íàëè÷èè (ðèñ.
5, C) ó ïåðâîãî èãðîêà èíôîðìàöèè î ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà, åãî
âûèãðûø áîëüøå, ÷åì â åå îòñóòñòâèå (ðèñ. 5, A), à âûèãðûø âòîðîãî
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èãðîêà ïðè ýòîì ìåíüøå. Íàèáîëüøèé ñóììàðíûé äîõîä äîñòèãàåòñÿ
â âàðèàíòå B, ãäå èãðîêè äåéñòâóþò ñîîáùà, ïðè ýòîì âòîðîé èã-
ðîê íåìíîãî òåðÿåò â âûèãðûøå. Âàðèàíò D ïîêàçûâàåò, ÷òî çàðàíåå
çàäàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîìûñëà âòîðîãî èãðîêà ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíè-
æåíèþ âûèãðûøà íå òîëüêî ó íåãî ñàìîãî, íî òàêæå è ó ïåðâîãî
èãðîêà.

Ðèñóíîê 5. Äèíàìèêà áèîìàññû â ñîîáùåñòâå è îïòèìàëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëîâîãî óñèëèÿ â ÷åòâåðòîì ïðèìåðå

5. Çàêëþ÷åíèå

Èãðîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñáîðà óðîæàÿ â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ íåñêîëü-
êèìè ó÷àñòíèêàìè. Ðàçíîîáðàçèå âàðèàíòîâ êîìïðîìèññíûõ ðåøå-
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íèé ïîçâîëÿåò âûáðàòü ðàöèîíàëüíûå âàðèàíòû ñáîðà óðîæàÿ ñ ó÷å-
òîì ýêîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèîðèòåòîâ.
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GAME PROBLEMS OF THE HARVESTING FOR A
BIOLOGICAL COMMUNITY

Alexander I. Abakumov, Institute of Automation and Control
Processes, Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences,
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Oleg I. Iljin, Kamchatsky Institute of Fishery and Oceanography,
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Nina S. Ivanko, Far Eastern State Technical Fishery University.

Abstract : The game problem of management by biological community is
considered. There is a set of players, each of them has the utility function.
All players are independent among themselves and have information
about a state of the community. This community may be a ichtyocenosis
in ocean or sea. The examples for �sheries in ichtyocenosis are considered.

Keywords : optimal control, equilibrium, harvest, community, �shery.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Èãð è å�å Ïðèëîæåíèÿ, ò.3, â.2, ñ. 18�36

ÓÄÊ 517.977.8
ÁÁÊ 22.18

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÊÎÍÔËÈÊÒÍÎÃÎ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏÐÈ ÍÅÏÎËÍÎÉ

ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÞÙÅÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ
Àíäðåé Í. Êðàñîâñêèé

Àëåêñàíäð Í. Ëàäåéùèêîâ
Óðàëüñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
620002, Åêàòåðèíáóðã, óë. Ìèðà, 19

e-mail: krasovskii@mail.ustu.ru, aladeyschikov@gmail.com

Äëÿ êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ïî ïðèíöèïó
îáðàòíîé ñâÿçè, ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè î äèíàìè÷åñêîé ïî-
ìåõå è ïðè çàïàçäûâàþùåé íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ
ôàçîâîé ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû. Çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ â âèäå àíòàãîíèñòè÷åñêîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé èãðû äâóõ ëèö. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä ïðîãðàììíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ñèíòåçà è ìåòîä
ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà íà ñîïóòñòâóþùèå òî÷êè. Óñòàíàâëè-
âàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå, ïîìåõà, êðèòåðèé êà÷åñòâà, ãàðàíòèðî-
âàííûé ðåçóëüòàò, ïðîãðàììíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ñèíòåç, ýêñòðåìàëü-
íûé ñäâèã, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáúåêò, äâèæåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ = A(t)x + B(t)u + C(t)υ , t0 6 t 6 ϑ . (1.1)

c©2011 À.Í. Êðàñîâñêèé, À.Í. Ëàäåéùèêîâ
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Çäåñü x � n�ìåðíûé ôàçîâûé âåêòîð, t � âðåìÿ, t0 è ϑ çàôèêñè-
ðîâàíû, A(t), B(t), C(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè, u

� r�ìåðíûé è υ � s�ìåðíûé âåêòîðû ( u � óïðàâëåíèå, υ � ïîìåõà).
Âñå âåêòîðû òðàêòóþòñÿ êàê âåêòîðû-ñòîëáöû.

Âåêòîðû u è υ ñòåñíåíû óñëîâèÿìè

u ∈ P, υ ∈ Q,

ãäå P è Q � çàäàííûå êîìïàêòû.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ôîðìèðîâàíèè óïðàâëåíèé u, íàöåëåí-

íûõ íà ìèíèìèçàöèþ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà γ, êîòîðûé çàâèñèò îò äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû x[t0[·]ϑ] = {x[t], t0 6 t 6 ϑ} , ðåàëèçàöèé óïðàâëÿþ-
ùåãî âîçäåéñòâèÿ u[t0[·]ϑ] = {u[t] ∈ P, t0 6 t 6 ϑ} , ïîìåõè υ[t0[·]ϑ] =

{υ[t] ∈ Q, t0 6 t 6 ϑ} è çàäàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëà

γ(x[t0[·]ϑ]; u(t0[·]ϑ]; υ(t0[·]ϑ]) =

= |x[ϑ]− x̃|+
ϑ∫

t0

ϕ(t) |u[t]|2 dt−
ϑ∫

t0

ψ(t) |υ[t]|2 dt . (1.2)

Çäåñü x̃ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé n�ìåðíûé âåêòîð, ñèìâîë
|f | îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà f ; ϕ(t) è ψ(t) ñóòü çàäàííûå
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ϕ(t) > α, ψ(t) > β, α > 0, β > 0.

Èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ x[t] èäåò ñ çàïàçäûâàíèåì è åùå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ñ èñêàæåíèåì. Òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ ïðè t > t0 + h,
ãäå h > 0 âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ â âèäå n�ìåðíîãî
âåêòîðà x∗[t]. Ïîëàãàåì

x∗[t] = x[t− h] + ∆x∗[t], t > t0 + h. (1.3)

Íà÷àëüíîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå x[t0] = x0 îáúåêòà òàêæå ñîîáùàåò-
ñÿ ñ èñêàæåíèåì. Îáîçíà÷èì

x∗0 = x0 + ∆x∗0. (1.4)

Öåëåâîå êîíå÷íîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå x̃ òàêæå ñîîáùàåòñÿ ñ èñêà-
æåíèåì.

Îáîçíà÷èì
x̃∗ = x̃ + ∆x̃∗. (1.5)
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Ïðè ýòîì âåëè÷èíû x∗0 (1.4) è x̃∗ (1.5) ñîîáùàþòñÿ íàì çàðàíåå.
Ïîëàãàåì, ÷òî îíè èçâåñòíû óæå â íåêîòîðûé ìîìåíò t̃0 < t0, êîòî-
ðûé óòî÷íèì íèæå. Îò ìîìåíòà âðåìåíè t0 äî ìîìåíòà âðåìåíè t0+h

óïðàâëåíèå u[t] îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü èíôîðìàöèåé îá x∗0 è x̃∗. Íà÷èíàÿ
ñ ìîìåíòà t0 + h, óïðàâëåíèå u[t] îïðåäåëÿåòñÿ åùå è èíôîðìàöèåé
îá x∗[t] (1.3). Ïðè ýòîì, íåñìîòðÿ íà ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë âåëè-
÷èí x∗0 è x∗[t], âûòåêàþùèé èç (1.3), (1.4), íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

x∗[t0 + h] = x∗0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîí-
íîãî ýëåìåíòà Y [t0] âîçüìåì

Y [t0] = {x∗0, x̃∗}. (1.6)

Ïðè t ∈ [t0 + h, ϑ], ïðåäïîëàãàÿ âîçìîæíûì çàïîìèíàíèå èñòîðèè
x∗[t0 + h[·]t] = {x∗[τ ], t0 + h 6 τ 6 t} è ðåàëèçàöèè âûðàáîòàííîãî
óïðàâëåíèÿ u(t0[·]t] = {u[τ ], t0 < τ 6 t}, â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííûõ
äàííûõ âûáåðåì ÷åòâåðêó {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]t], u(t0[·]t]}, à â êà÷åñòâå
èíôîðìàöèîííîãî ýëåìåíòà Y [t] ïðèìåì

Y [t] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]t], ỹ[t0[·]t]}, t0 + h 6 t 6 ϑ. (1.7)

Çäåñü ỹ[t0[·]t] = {ỹ[τ ], t0 6 τ 6 t} � (n + 1)�ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ỹ[τ ] = {y[τ ], ỹn+1[τ ]}, ãäå n�ìåðíûé âåêòîð y

ñêëàäûâàåòñÿ èç ïåðâûõ n�êîîðäèíàò âåêòîðà ỹ.
Ïîëîæèì

y[τ ] =

τ∫

t0

X(ϑ, ν)B(ν)u[ν]dν , (1.8)

ỹn+1[τ ] =

τ∫

t0

ϕ(ν) |u[ν]|2 dν . (1.9)

Çäåñü X(t, ν) åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé îäíîðîäíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = A(t)x.

Ñîãëàñíî (1.8), (1.9) èçìåíåíèå âî âðåìåíè t ïåðåìåííûõ y[t] =

{y1[t], . . . , yn[t]} è ỹn+1[t] îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè

ẏ = X(ϑ, t)B(t)u[t], (1.10)
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ẏn+1 = ϕ(t) |u[t]|2 , (1.11)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y[t0] = {0, . . . , 0}, ỹn+1[t0] = 0. (1.12)

Ïîëàãàåì äîïóñòèìûìè â (1.7) êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè x∗[·]
è â (1.8)-(1.11) � èçìåðèìûå, îãðàíè÷åííûå (êàæäàÿ ñâîåé ïîñòîÿí-
íîé) ôóíêöèè u[·].

Èòàê, èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû Y [t] (1.5) è (1.6) îïðåäåëÿþò
èíôîðìàöèîííóþ Y �ñèñòåìó.

Íàçîâåì ñòðàòåãèåé u(·) ôóíêöèþ

u(·) = {u(t, Y, ε) ∈ P, t0 6 t 6 ϑ, ε > 0}, (1.13)

îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíôîðìàöèîííîãî ýëå-
ìåíòà Y . Çäåñü ε > 0 � ïàðàìåòð òî÷íîñòè [1]. Ïðè ýòîì, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íà ïîëóèíòåðâàëå t0 < t 6 t0 + h ôóíêöèÿ u(·) (1.13) åñòü
èçìåðèìàÿ ïî t ôóíêöèÿ ïðè êàæäûõ ôèêñèðîâàííûõ Y è ε.

Çàêîíîì óïðàâëåíèÿ U íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ êîìïîíåíò

U = {u(·), ε, ∆{ti}}. (1.14)

Çäåñü ∆{ti} åñòü ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, ϑ] òî÷êàìè ti, i = 0, . . . , l,

êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä

∆{ti} = {t0, t1 = t0 + h, . . . , ti < ti+1, i = 0, . . . , l − 1, tl = ϑ} . (1.15)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèè ε > 0 è ðàçáèåíèè ∆{ti} (1.15) çà-
êîí óïðàâëåíèÿ U (1.14) ôîðìèðóåò óïðàâëåíèå u[·] ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïðè t0 < t 6 t1 = t0 + h èìååì

u[t] = u(t, Y [t0], ε), t0 < t 6 t0 + h, (1.16)

ãäå u(t, Y [t0], ε) ∈ P åñòü íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ ïî t ôóíêöèÿ ïðè
ôèêñèðîâàííûõ Y [t0] (1.6) è ε.

Äàëåå, ïðè ti < t 6 ti+1, i = 1, . . . , l − 1 ïîëàãàåì

u[t] = u(ti, Y [ti], ε), ti < t 6 ti+1, i = 1, . . . , l − 1, (1.17)

ãäå Y [ti] åñòü èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò (1.7).
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Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé ïîìåõè υ(t0[·]ϑ] = {υ[t] ∈ Q, t0 < t 6 ϑ}
áóäåì äîïóñêàòü ëþáóþ ôóíêöèþ âèäà

υ[t] =
N∑

s=1

υ(s)[t] · αs, (1.18)

ãäå υ(s)[t] ∈ Q � èçâåñòíûå è îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè, αs � íåèçâåñòíûå
÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû.

Äâèæåíèåì x[t0[·]ϑ] = {x[t], t0 6 t 6 ϑ} ïîðîæäåííûì çàêîíîì
óïðàâëåíèÿ U (1.14) â ïàðå ñ íåèçâåñòíîé íàì ïîìåõîé υ(t0[·]ϑ] ïðè
íåèçâåñòíîì íàì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè x[t0] = x0 íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå
x[t0[·]t0 + h] = {x[t], t0 6 t 6 t0 + h} äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ[t] = A(t)x[t] + B(t)u(t0, Y [t], ε)+

+C(t)υ[t], t0 < t 6 t0 + h, x[t0] = x0, (1.19)
ñêëååííîå íåïðåðûâíî ñ íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì

x[t0 + h[·]ϑ] = {x[ti[·]ti+1] = {x[t], ti 6 t 6 ti+1}, i = 1, . . . , l − 1}

ïîøàãîâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ[t] = A(t)x[t] + B(t)u(ti, Y [ti], ε) + C(t)υ[t],

ti < t 6 ti+1, i = 1, . . . , l − 1, x[t1] = x[t0 + h]. (1.20)
Ïàðàëëåëüíî ñ äåéñòâèòåëüíûì äâèæåíèåì x[t0[·]ϑ] çàêîí óïðàâ-

ëåíèÿ U (1.14) ôîðìèðóåò â èíôîðìàöèîííîé Y �ñèñòåìå (1.10), (1.11)
âîîáðàæàåìîå äâèæåíèå. Ýòî äâèæåíèå åñòü ýâîëþöèÿ èíôîðìàöè-
îííîãî ýëåìåíòà Y [t], t = t0, t1 6 t 6 ϑ. Åãî êîìïîíåíòû x∗0 è x̃∗ îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè. Ôóíêöèÿ ỹ[t0[·]ϑ] = {ỹ[t] = {y[t], ỹn+1[t]}, t0 6 t 6
ϑ} ôîðìèðóåòñÿ íàìè êàê ðåøåíèå ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

ẏ[t] = X(ϑ, t)B(t)u(t, Y [t0], ε), t0 < t 6 t0 + h, y[t0] = 0, (1.21)

˙̃yn+1[t] = ϕ(t) |u(t, Y [t0] , ε)|2 , t0 < t 6 t0 + h, ỹn+1[t0] = 0; (1.22)
ẏ[t] = X(ϑ, t)B(t)U(ti, Y [ti], ε),

ti < t 6 ti+1, i = 1, . . . , l − 1, y[t1] = y[t0 + h], (1.23)
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˙̃yn+1[t] = ϕ(t) |u(t, Y [t0] , ε)|2 ,

ti < t 6 ti+1, i = 1, . . . , l − 1, ỹn+1[t1] = ỹn+1[t0 + h]. (1.24)
Áóäåì òðàêòîâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ êàê äèôôåðåíöè-

àëüíóþ èãðó äâóõ ëèö [1, 6]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áåðåì íà ñåáÿ ðîëü
ïåðâîãî èãðîêà, ôîðìèðóþùåãî óïðàâëåíèå u[·]. Äèíàìè÷åñêàÿ ïîìå-
õà υ(t0[·]ϑ] (1.18), äåéñòâóþùàÿ íà x�îáúåêò, ïîëàãàåòñÿ íåèçâåñòíîé
â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Îíà ôîðìèðóåòñÿ âòîðûì èãðî-
êîì. Òàêæå âòîðûì èãðîêîì íåçàâèñèìî îò íàøåé âîëè ôîðìèðóåòñÿ
ñîîáùàåìàÿ íàì êîìïîíåíòà x∗[t0 +h[·]ti] � èíôîðìàöèîííàÿ èñòîðèÿ
x∗[t0 + h[·]ti] â ñîñòàâå Y [ti], i = 1, 2, . . . , l. Êðîìå òîãî âòîðîé èãðîê
îïðåäåëÿåò èçâåñòíûå íàì âåëè÷èíû x∗0, x̃∗ è íåèçâåñòíûå íàì â òå-
÷åíèå âñåãî ïðîöåññà âåëè÷èíû x0 è x̃.

Ïîÿñíèì áîëåå ïîäðîáíî ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çàïàçäûâàíèÿ
èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Âåëè÷èíà h íå åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëü-
êî âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ ïîäà÷è èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ x[τ ] â îðãàí
óïðàâëåíèÿ. Âåëè÷èíà h � ñóììàðíîå âðåìÿ, êîòîðîå ñêëàäûâàåòñÿ
èç âðåìåíè h∗ çàïàçäûâàíèÿ ïîäà÷è èíôîðìàöèè â ÝÂÌ â îðãàíå
óïðàâëåíèÿ, èç âðåìåíè h∗ íà ïîäñ÷åò â ÝÂÌ çíà÷åíèÿ u[t] óïðàâëÿ-
þùåãî âîçäåéñòâèÿ è èç âðåìåíè h̃ ïåðåäà÷è u[t] íà x�îáúåêò. Èòàê,

h = h∗ + h∗ + h̃. (1.25)

Ïðè ýòîì ïîëàãàåì

ti+1 − ti > h∗, i = 1, . . . , l − 1, (1.26)

ãäå ti è ti+1 � ìîìåíòû èç ðàçáèåíèÿ ∆{ti} (1.15).
Ïîëàãàåì, ÷òî x∗0 è x̃∗ èçâåñòíû óæå ïðè t̃0 = t0−h−h∗. Ïî ïîñòà-

íîâêå çàäà÷è ïîëàãàåì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè τ∗(t) = t−h−h∗, t0 <

t 6 t0 + h ïî èíôîðìàöèè {x∗0, x̃∗} íà÷èíàåòñÿ ïîäñ÷åò âåëè÷èíû

u[t] = u(t, x∗0, x̃
∗, ε), t0 < t 6 t0 + h = t1,

è ýòà âåëè÷èíà âû÷èñëÿåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè τ∗(t) 6 ν 6 τ∗(t) + h∗.
Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà u[t1] óæå áóäåò ñîñ÷èòàíà â
ìîìåíò τ∗(t1) + h∗ = t1 − h − h∗ + h∗ = t1 − h∗ = t0. Ïîëàãàåì, ÷òî
â òå÷åíèå âðåìåíè τ∗(t) + h 6 η 6 τ∗(t) + h∗ + (h∗ + h∗) âû÷èñëåííîå
çíà÷åíèå u[t] õðàíèòñÿ â ïàìÿòè. Çàòåì çà âðåìÿ τ∗(t) + 2h∗ + h 6
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ξ 6 τ∗(t)+2h∗+h∗+ h̃ = t âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå u[t] ïðåîáðàçóåòñÿ â
óñèëèå u[t], t0 < t 6 t1 íà x�îáúåêò. Ðàçóìååòñÿ ïðàêòè÷åñêè ôóíêöèÿ
u[t], t0 < t 6 t1 ïîëàãàåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé u[t] = u[t∗j ], t

∗
j < t 6

t∗j+1, j = 1, . . . , m ñ âåñüìà ìàëûì øàãîì max
j

(t∗j+1 − t∗j) 6 δ∗, è ñòàëî
áûòü, ïðàêòè÷åñêè âû÷èñëÿþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿ u[t∗j ].

Â ìîìåíò τ∗1 = t1 − h + h∗ â ÝÂÌ ïîñòóïàåò íîâàÿ èíôîðìàöèÿ

Y [t1] = {x∗0, x̃∗, x∗[t1 = t0 + h], ỹ[t0[·]t1]}. (1.27)

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè τ∗1 = t1 − h + h∗ ôóíê-
öèþ ỹ[t0[·]t1] ìû ïîëàãàåì óæå èçâåñòíîé, ò.ê. ñîãëàñíî ïðåäûäóùå-
ìó ïîäñ÷åò îïðåäåëÿþùåé åå ôóíêöèè u(t0[·]t1] = {u[t], t0 < t 6 t1}
çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò t0, êîòîðûé íàñòóïàåò ðàíüøå, ÷åì ìîìåíò
τ∗1 = t1 − h + h∗ = t0 + h∗.

Ïî èíôîðìàöèè Y [t1] (1.27) çà âðåìÿ τ∗1 6 ν1 6 τ∗1 + h∗ ÝÂÌ
ïîäñ÷èòûâàåò çíà÷åíèå u(t1, Y [t1], ε) = u[t] ∈ P, t1 < t 6 t2, ãäå t1
è t2 � ìîìåíòû èç ðàçáèåíèÿ ∆{ti} (1.15), (1.26). Òàêèì îáðàçîì,
âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû u[t2] çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò τ∗1 + h∗ = t1 −
h + h∗ + h∗. Çàòåì â òå÷åíèå âðåìåíè τ∗1 + h∗ 6 η1 6 τ∗1 + h∗ + t− t1,
ñîñ÷èòàííîå çíà÷åíèå u[t], t1 < t 6 t2 õðàíèòñÿ â ïàìÿòè, è äàëåå çà
âðåìÿ τ∗1 + h∗ + t − t1 6 ξ1 6 τ∗1 + h∗ + t − t1 + h̃ = t ñîñ÷èòàííîå
çíà÷åíèå u[t], t1 < t 6 t2 ïðåîáðàçóåòñÿ â óïðàâëåíèå u[t] íà x�îáúåêò.

Â ìîìåíò τ∗2 = t2 − h + h∗ ïîñòóïàåò íîâàÿ èíôîðìàöèÿ

Y [t2] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]t2], ỹ[t0[·]t2]}. (1.28)

Ïðè ýòîì â ìîìåíò τ∗2 = t2 − h + h∗ ôóíêöèÿ ỹ[t0[·]t2] ïîëàãàåòñÿ
óæå èçâåñòíîé, ò.ê. ïîäñ÷åò â ÝÂÌ ôóíêöèè u(t0[·]t2] çàêàí÷èâàåòñÿ
â ìîìåíò τ∗1 +h∗ = t1−h+h∗+h∗ è ñ ó÷åòîì (1.26), t1−h+h∗+h∗ <

t2 − h + h∗.
Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ ïî èíäóêöèè ïî i. Ïóñòü â ìîìåíò τ∗i =

ti − h + h∗, i = 3, . . . , l − 1 ïîñòóïèëà èíôîðìàöèÿ

Y [ti] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]ti], ỹ[t0[·]ti]}. (1.29)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ê ìîìåíòó τ∗i ôóíêöèÿ ỹ[t0[·]ti] óæå
ñîñ÷èòàíà, ò.å. óæå ñîñ÷èòàíà ôóíêöèÿ u[t0[·]ti]. Â ìîìåíò τ∗i ïî èí-
ôîðìàöèè Y [ti] (1.29) íà÷èíàåòñÿ ïîäñ÷åò âåëè÷èíû u[t], ti < t 6 ti+1,
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êîòîðûé äëèòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè τ∗i 6 νi 6 τ∗i +h∗. Òàêèì îáðàçîì,
â ìîìåíò τ∗i + h∗ = ti − h + h∗ + h∗ çàêàí÷èâàåòñÿ ïîäñ÷åò ôóíêöèè
u(ti[·]ti+1] = {u[t], ti < t 6 ti+1}. Äàëåå â òå÷åíèå âðåìåíè τ∗i + h∗ 6
ηi 6 τ∗i + h∗ + t − ti = t − h̃ ñîñ÷èòàííîå çíà÷åíèå u[t], ti < t 6 ti+1

õðàíèòñÿ â ïàìÿòè è çàòåì çà âðåìÿ t− h̃ 6 ξi 6 t îíî ïðåîáðàçóåòñÿ
â óñèëèå u[t] íà x�îáúåêò. Ïðè ýòîì â ìîìåíò τ∗i+1 = ti+1 − h + h∗

ìîæíî ñíîâà íà÷èíàòü ñ÷èòàòü âåëè÷èíó u[t], ti+1 < t 6 ti+2. Äëÿ
ýòîãî â ìîìåíò τ∗i+1 íåîáõîäèìî èìåòü ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ

Y [ti+1] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]ti+1], ỹ[t0[·]ti+1]}.

Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ â ìîìåíò τ∗i+1 èìååòñÿ. Â ñàìîì äåëå, âåëè-
÷èíà x∗[t0 + h[·]ti+1] ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé â ýòîò ñàìûé ìîìåíò τ∗i+1,
à ôóíêöèÿ ỹ[t0[·]ti+1] ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèè u[t0[·]ti+1], ò.å. â ìîìåíò τ∗i + h∗ = ti− h + h∗ + h∗,
à ñ ó÷åòîì (1.26) èìååì ti − h + h∗ + h∗ < τ∗i+1 − h + h∗.

Íàçíà÷èì âñïîìîãàòåëüíûé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà

γ∗ = |x[ϑ]− x̃|+
ϑ∫

t0

ϕ(t) |u[t]|2 dt−
ϑ∫

t0

ψ(t) |υ[t]|2 dt−

−
ϑ∫

t0+h

g(t) |x[t− h]− x∗[t]|2 dt−p |x0 − x∗0|2 − q |x̃− x̃∗|2 , (1.30)

ãäå g(t) � çàäàííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, g(t) > c, c > 0,
p > 0 è q > 0 çàäàííûå êîíñòàíòû.

Ñ ó÷åòîì (1.2) ïîëó÷àåì, ÷òî

γ∗ = γ(x[t0[·]ϑ]; u(t0[·]ϑ]; υ(t0[·]ϑ]−

−



ϑ∫

t0+h

g(t) |x[t− h]− x∗[t]|2 dt−p |x0 − x∗0|2 − q |x̃− x̃∗|2

 . (1.31)

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (1.31) ìîæåò áûòü èñòîëêîâà-
íî êàê ñóììà øòðàôîâ, íàëàãàåìûõ íà âòîðîãî èãðîêà çà èñêàæåíèå
èíôîðìàöèè î íà÷àëüíîì, òåêóùèõ è öåëåâîì ñîñòîÿíèÿõ x�îáúåêòà.
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Ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ çàêîíà óïðàâëåíèÿ U (1.14)
äëÿ èñõîäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ {t∗, Y [t∗]}, ãäå t∗ � îäèí
èç ìîìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ∆{ti} (1.15), íàçîâåì âåëè÷èíó

ρ(U, t∗, Y [t∗]) = sup
Y [ϑ]

sup
x0

sup
x̃

sup
υ(t0[·]ϑ)

γ∗. (1.32)

Çäåñü Y [ϑ] ïðîáåãàåò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Y [ϑ], êîòîðûå ìîãóò
ïîëó÷èòüñÿ èç Y [t∗] ïðè çàêîíå U(1.14), à x0, x̃, υ(t0[·]ϑ] ïðîáåãàþò âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ñòðàòåãèè u(·) (1.13) äëÿ
äàííîãî èñõîäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ {t∗, Y [t∗]} íàçûâàåò-
ñÿ âåëè÷èíà

ρ(u(·), t∗, Y [t∗]) = lim
ε→0

lim
δ→0

sup
Uδ

ρ(Uδ, t∗, Y [t∗]) , (1.33)

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì çàêîíàì U = Uδ (1.14), êî-
òîðûå îòâå÷àþò âûáðàííîé ñòðàòåãèè u(·) (1.13), çàôèêñèðîâàííîìó
ε > 0, è äëÿ êîòîðûõ ðàçáèåíèÿ ∆{ti} (1.15) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ti+1 − ti 6 δ, i = 1, . . . , l − 1. (1.34)

Îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì íàçûâàåòñÿ âå-
ëè÷èíà

ρ0
u(t∗, Y [t∗]) = inf

u(·)
ρ(u(·), t∗, Y [t∗]). (1.35)

Ñòðàòåãèÿ u0(·) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

ρ(u0(·), t∗, Y [t∗]) = min
u(·)

ρ(u(·), t∗, Y [t∗]) = ρ0
u(t∗, Y [t∗]) (1.36)

äëÿ âñÿêîãî âîçìîæíîãî èíôîðìàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ {t∗, Y [t∗]}.
Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû ρ0

u(t∗, Y [t∗]) è ïîñòðîåíèè
îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè u0(·).

Èç âèäà ïîêàçàòåëåé γ (1.2), γ∗ (1.30) è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
ρ0

u(t∗, Y [t∗]) (1.36) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ρ0
u(t∗, Y [t∗]) ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì äëÿ x�îáúåêòà (1.1) ïî ïî-
êàçàòåëþ

γ = (x∗0, x̃
∗, x∗[t0 + h[·]t∗], u[t0[·]ϑ];



Çàäà÷à êîíôëèêòíîãî óïðàâëåíèÿ 27

x∗[t∗[·]ϑ], x0, x̃, υ[t0[·]ϑ]) = γ∗ (1.37)

îòíîñèòåëüíî êîìáèíèðîâàííîé ïîìåõè {x∗[t∗[·]ϑ], x0, x̃, υ[t0[·]ϑ]}, âû-
áèðàåìîé âòîðûì èãðîêîì íåçàâèñèìî îò íàøèõ èíòåðåñîâ. Ñèòóà-
öèþ ìîæíî óñëîâíî òðàêòîâàòü òàê, ÷òî âòîðîé èãðîê ïðè èçâåñò-
íûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà èñêàæåííûõ äàííûõ î
ôàçîâûõ ñîñòîÿíèÿõ îáúåêòà êàê áû íàäåëÿåòñÿ åùå ïðàâîì â ýòîò
ìîìåíò ϑ íàçíà÷èòü ïîìåõó, ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ x0, x̃ è ôóíêöèè
υ(t0[·]ϑ] (1.18).

Îïðåäåëåíèÿ (1.33)�(1.36) îçíà÷àþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðè âûáîðå u(·) = u0(·) êàêîâî áû íè áûëî èñõîäíîå ñîñòîÿíèå

{t∗, Y [t∗] = {x∗0, x̃∗}}, t∗ = t0 èëè {t∗, Y [t∗] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]ti],
ỹ[t0[·]ti]}}, t∗ = ti, i = 1, . . . , l äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñ-
ëà ξ > 0 ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî ε(ξ, t∗, Y [t∗]) > 0 è âåëè÷èíó δ(ξ, ε, t∗,
Y [t∗]) > 0 òàê, ÷òî çàêîí óïðàâëåíèÿ Uδ = {u0(·), ε, ∆{ti}} ïðè ε 6
ε(ξ, t∗, Y [t∗]), δ 6 δ(ξ, ε, t∗, Y [t∗]) áóäåò ôîðìèðîâàòü â ñèñòåìå (1.19),
(1.20) òàêîé ïðîöåññ, ÷òî êàêîé áû íè ðåàëèçîâàëàñü èíôîðìàöèîí-
íàÿ èñòîðèÿ x∗[t0 + h[·]t∗] ïðè t = t0 èëè êàêèì áû íè ðåàëèçîâàëîñü
ïðîäîëæåíèå x∗[t∗[·]ϑ] äàííîé èíôîðìàöèîííîé èñòîðèè x∗[t0 +h[·]t∗]
ïðè t = t0 èëè êàêèì áû íè ðåàëèçîâàëîñü ïðîäîëæåíèå x∗[t∗[·]ϑ] äàí-
íîé èíôîðìàöèîííîé èñòîðèè x∗[t0+h[·]t∗] ïðè t = ti, i = 1, . . . , l−1 è
êàêèìè áû íè îêàçàëèñü âåêòîðû x0, x̃ è ðåàëèçàöèÿ ïîìåõè υ(t0[·]ϑ],
áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

γ = (x∗0 , x̃∗, x∗[t0 + h[·]t∗], u0[t0[·]ϑ];

x∗[t∗[·]ϑ], x0, x̃, υ(t0[·]ϑ ]) 6

6 ρ0
u(t∗, Y [t∗]) + ξ, (1.38)

è ρ0
u(t∗, Y [t∗]) åñòü íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ρ, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêîìó

óñëîâèþ.
Ñêàæåì, ÷òî ñòðàòåãèÿ u0(·) � îïòèìàëüíàÿ ðàâíîìåðíî, åñëè äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà ξ > 0 èìååì íåðàâåíñòâî (1.38) ïðè ε 6 ε(ξ) è δ 6 δ(ξ, ε)

ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé {t∗, Y [t∗]} èç îáëàñòè t0 6
t∗ 6 ϑ, |x∗0| 6 R, |x̃∗| 6 R, |x∗[t]| 6 R, t0 + h 6 t 6 t∗ 6 ϑ, |y[t]| 6
R, |ỹn+1[t]| 6 R, t0 6 t 6 t∗ 6 ϑ, ãäå R � êàêîå-ëèáî çàôèêñèðîâàííîå
çàðàíåå ÷èñëî.
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Çàìåòèì, ÷òî âåñîâûå êîýôôèöèåíòû-ôóíêöèè ϕ(t), ψ(t), g(t) è
ïîñòîÿííûå p è q â ïîêàçàòåëå γ∗ (1.37), (1.30) ðåãóëèðóþò ðåàëèçà-
öèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u0(t0[·]ϑ]. Øòðàôû íå ïîçâîëÿþò ñà-
ìûì íåáëàãîïðèÿòíûì ïîìåõàì {x0, x̃, υ(t0[·]ϑ], x∗[t∗[·]ϑ]} áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøèìè.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû ρ0
u(t∗, Y [t∗]) (1.35)

è ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé ðàâíîìåðíî ñòðàòåãèè u0(·) (1.31) èìååò
ðåøåíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå îáîñíîâàíî íèæå ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è
ìåòîäîì ïðîãðàììíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ñèíòåçà.

2. Ïðîãðàììíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ñèíòåç

Îïèñàííîé Y �ñèñòåìå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åå W�ìîäåëü. Îíà
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðè τ > t0 + h ââîäèì ïåðåìåííóþ

r[τ ] = x∗[τ ]−
τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)B(ν)u[ν]dν . (2.1)

Ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è èìååì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò τ > t0+h èñòîðèÿ

r[t0 + h[·]τ ] = {r[τ ], t0 + h 6 τ 6 τ∗} (2.2)

íàì èçâåñòíà (ïî äâóì ïðè÷èíàì: â ìîìåíò τ∗ èçâåñòíà èñòîðèÿ x∗[t0+
h[·]τ∗] = {x∗[η], t0 +h 6 η 6 τ∗} è â ìîìåíò τ∗ óæå ñîñ÷èòàíà ôóíêöèÿ
u(t0[·]τ∗ − h] = {u[ν], t0 < ν 6 τ∗ − h} ò.ê. ïîäñ÷åò êðàéíåãî çíà÷åíèÿ
u[τ∗ − h] çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò τ ∗ = τ∗ − 2h + h∗ + h∗ < τ∗ ).

Ñ ó÷åòîì (2.1) ïîêàçàòåëü (1.37), (1.30) γ∗ ïðèìåò âèä

γ∗ = |x[ϑ]− x̃|+
ϑ∫

t0

ϕ(t) |u[t]|2 dt−
ϑ∫

t0

ψ(t) |υ[t]|2 dt−

−
ϑ∫

t0+h

g(τ) |X(τ − h, t0)x0+

τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)C(ν)υ[ν]dν−

−r [τ ]|2 dτ − p |x0 − x∗0|2 − q |x̃− x̃∗|2 . (2.3)
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Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Êîøè, ïîëó÷àåì ðå-
øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) äëÿ ìîìåíòà t = τ − h â
âèäå

x[τ − h] = X(τ − h, t0)x0+

+

τ−h∫

t0

X(τ − h, ν) (B (ν)u[ν]− C(ν)υ [ν]) dν. (2.4)

Äàëåå ñ ó÷åòîì (2.1), äëÿ ðàçíîñòè x[τ − h] − x∗[τ ], ôèãóðèðóþùåé
â âûðàæåíèè äëÿ ïîêàçàòåëÿ γ∗ (1.37), (1.30) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

x[τ − h] = X(τ − h, t0)x0 +

τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)C(ν)υ[ν]dν − r[τ ]. (2.5)

Èç (1.30) è (2.5) ñëåäóåò (2.3).
Ðàáîòó W�ìîäåëè îïðåäåëÿåò âñïîìîãàòåëüíàÿ ïðîãðàììíàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ìîìåíò τ∗ ∈ [t0 + h, ϑ]. Íàçíà÷èì
ðàçáèåíèå ∆{τj}, j = 1, . . . , k îòðåçêà [τ∗, ϑ] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆{τj} = {τ1 = τ∗, . . . , τj < τj+1, j = 1, . . . , k − 1, . . . , τk = ϑ}. (2.6)

Â îñíîâó ñòîõàñòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ïîëîæèì âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî {Ω, B, P}, ïîðîæäåííîå íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξj, j = 1, . . . , k, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà íà ïîëóèíòåðâàëå 0 6 ξj < 1. Òàêèì îáðàçîì, Ω åñòü
k�ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá

Ω = {ω = {ξ1, . . . , ξk}, 0 6 ξj < 1, j = 1, . . . , k},

B � áîðåëåâñêàÿ σ�àëãåáðà íà ýòîì êóáå, P åñòü ëåáåãîâà ìåðà [5] äëÿ
B ∈ B.

Íàçîâåì ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðîãðàììàìè íåóïðåæäàþùèå ôóíê-
öèè [4] u∗(τ, ω) è r∗(τ, ω) ñëåäóþùåãî âèäà:

u∗(τ, ω) = u∗[τ, ξ1, . . . , ξj], τj < τ 6 τj+1, j = 1, . . . , k − 1; (2.7)

r∗(τ, ω) = r∗[τ, ξ1, . . . , ξj], τj < τ 6 τj+1, j = 1, . . . , k − 1. (2.8)
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Ïðè ýòîì r∗(τ, ω) åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ, ãäå ðàçìåðíîñòü âåêòîðà
r∗ ðàâíà ðàçìåðíîñòè âåêòîðà x è ôóíêöèè (2.7), (2.8) ïðåäïîëàãàåì
èçìåðèìûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ {τ, ω}.

Ñîñòîÿíèå êîíñòðóèðóåìîé W�ìîäåëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìå-
íè τ > τ∗ îïðåäåëèì ôàçîâûì ýëåìåíòîì W (τ, ω), êîòîðûé èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

W (τ, ω) = W [τ∗] = {x∗0, x̃∗, r[t0 + h[·]τ∗], w̃[τ∗]}; (2.9)

W (τ, ω) = {x∗0, x̃∗, r∗[t0 + h[·]τ, ω], w̃(τ, ω)}, åñëè τ∗ < τ 6 ϑ. (2.10)
Â âûðàæåíèè (2.9) r[t0+h[·]τ∗] åñòü íåêîòîðàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ

n�ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, à ïðè τ > τ∗ ôóíêöèÿ r∗[t0 +h[·]τ, ω] ñêëå-
èâàåòñÿ èç óêàçàííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè r[t0 + h[·]τ∗] è èç
ïðîäîëæåíèÿ r∗[t0 +h[·]τ, ω], êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàêîé-ëèáî ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ïðîãðàììîé r∗(τ, ω) (2.8). À w̃[τ∗] = w̃∗ = {w∗, w̃(n+1)∗} åñòü
íåêîòîðûé (n + 1)�ìåðíûé âåêòîð. Ïðè τ > τ∗w̃(τ, ω) åñòü ñëó÷àéíàÿ
ôóíêöèÿ w̃(τ, ω) = {w(τ, ω), w̃n+1(τ, ω)}, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẇ(τ, ω) = X(ϑ, r)B(τ)u∗(τ, ω), τ∗ < τ 6 ϑ, (2.11)
˙̃wn+1(τ, ω) = φ(τ) |u∗(τ, ω)|2 , τ∗ < τ 6 ϑ (2.12)

ïðè èçâåñòíîì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè w̃[τ∗, ω] = w̃∗ = {w∗, w̃(n+1)∗}.
Ôàçîâûé ýëåìåíò W (τ, ω) (2.9), (2.10) èìèòèðóåò â ñòîõàñòè÷å-

ñêîì âàðèàíòå èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò Y [τ ] èç îïèñàííîé âûøå
Y �ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ââîäèìûå íèæå n�ìåðíûå, ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû w(·) = {w(ω), ω ∈ Ω} è w̃(·) = {w̃(ω), ω ∈ Ω} áóäóò èìèòèðî-
âàòü â ñòîõàñòè÷åñêîì âàðèàíòå ìãíîâåííûå ïîìåõè x0 è x̃, à ñëó÷àé-
íàÿ ôóíêöèÿ υ(·) = {υ(τ, ω), t0 < τ 6 ϑ, ω ∈ Ω} áóäåò èìèòèðîâàòü
ïîìåõó υ(t0[·]ϑ] èç Y �ñèñòåìû.

Ñëåäóÿ ìåòîäó ïðîãðàììíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ñèíòåçà [2] ïîñòà-
âèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î ïðîãðàììíîì ýêñòðåìóìå. Íàçîâåì
ïðîãðàììíûì ýêñòðåìóìîì âåëè÷èíó

e(τ∗,W [τ∗], ∆) = sup
‖l(·)‖61

κ (τ∗ ,W [τ∗], ∆, l (·)) , (2.13)

ãäå ∆ = ∆{τj}, l(·) = {l(ω), ω ∈ Ω} ýòî n�ìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
‖l(·)‖ = (M {|l(ω)|2 })1/2, ñèìâîë M{· · · } îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå
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îæèäàíèå, è âåëè÷èíà κ = κ (τ∗ ,W [τ∗], ∆, l (·)) îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì

κ = sup
r∗(·)

inf
u∗(·)

sup
ν(·)

sup
w(·)

sup
w̃(·)

σ (τ∗ ,W [τ∗],

∆, l (·); r∗(·), u∗(·), υ(·), w(·), w̃(·)) . (2.14)

Çäåñü ôóíêöèîíàë σ = σ (τ∗, W [τ∗], ∆, l(·); r∗(·), u∗(·), υ(·), w(·), w̃(·))
ñòðîèòñÿ ïî âèäó ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà γ∗ (1.37), (1.30) ñ ó÷åòîì ââå-
äåííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ âåëè÷èí, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ = M{< l(ω)X(ϑ, t0)w(ω) > +

+ < l(ω)

ϑ∫

τ∗

X(ϑ, τ)B(τ)u∗(τ, ω)dτ > +

+ < l(ω)

ϑ∫

t0

X(ϑ, τ)C(τ)υ(τ, ω)dτ > +

+ < l(ω)w∗ > − < l(ω)w̃(ω) > +

+

ϑ∫

τ∗

ϕ(τ) |u∗ (τ, ω )|2 dτ + w̃(n+1)∗−

−
ϑ∫

t0

ψ(τ) |υ (τ, ω )|2 dτ −
τ∗∫

t0+h

g(τ) |r [τ ]−

−X(τ − h, t0)w(ω)−
τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)C(ν)υ(ν, ω)d ν|2 dτ−

−
ϑ∫

τ∗

g(τ) |r∗(τ, ω) − X(τ − h, t0)w(ω)−

τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)C(ν)υ(ν, ω)d ν|2 dτ−

−p |x∗0 − w(ω)|2 − q |x̃∗ − w̃(ω)|2}. (2.15)
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Ñâÿçü ìåæäó îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì ρ0
u(t∗, Y [t∗])

(1.35) è ïðîãðàììíûì ýêñòðåìóìîì e (2.13) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäó-
þùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü t∗ > t0 + h. Åñëè â (2.13) ïîëîæèòü τ∗ =

t∗, w̃∗ = ỹ∗,

r[τ ] = x∗[τ ]−
τ−h∫

t0

X(τ − h, ν)B(ν)u(ν, ω)dν =

= x∗[τ ]− X(τ − h, ϑ)y[τ − h],

òîãäà
ρ0

u(t∗, Y [t∗]) = e∗(τ∗,W [τ∗]), (2.16)

ãäå
e∗(τ∗,W [τ∗]) = sup

∆
e(τ∗,W [τ∗], ∆). (2.17)

Èòàê, âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà
ρ0

u(t∗, Y [t∗]) (1.35) ïðè t∗ > t0 + h ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåëè÷èíû
e∗(τ∗,W [τ∗]) (2.17).

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ u0(·) = u0(t, Y, ε) ñòðîèòñÿ ïî èçâåñòíîé
ôóíêöèè ρ0

u(t, Y [t]) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ìîìåíò t0 èçâåñòíû ñîñòîÿíèÿ x∗0 è x̃∗. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìû

ìîæåì âû÷èñëèòü âåëè÷èíó e∗(t0 + h,W [t0 + h]) = e∗(t0 + h, {x∗0, x̃∗, r
[t0+h], w̃[t0+h]}) = ρ0

u(t0+h, {x∗0, x̃∗, x∗[t0+h], ỹ[t0+h]), ïðè ỹ[t0+h] =

w̃[t0 + h], x∗[t0 + h] = r[t0 + h] + X(t0, ϑ)y[t0].
Ïðè ýòîì óñëîâèè âåëè÷èíà e∗(t0 +h,W [t0 +h]) çàâèñèò îò ðåàëè-

çàöèè u(t0[·]t0 +h], ÷åðåç âåëè÷èíó w̃[t0 +h] = {w[t0 +h], w̃n+1[t0 +h]}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w[t0 + h] =

t0+h∫

t0

X(ϑ, τ)B(τ)u(τ)dτ, (2.18)

w̃n+1[t0 + h] =

t0+h∫

t0

ϕ(τ) |u [τ ]|2 dτ. (2.19)
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèè u0[t] = u0(t, Y [t0], ε), t0 < t 6 t0 + h âûáåðåì
òàêóþ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

e∗(t0 + h,W 0[t0 + h]) =

= e∗(t0 + h, {x∗0, x̃∗, r[t0 + h], w̃0[t0 + h]}) =

= min
u[·]

e∗(t0 + h,W [t0 + h]) =

= min
u[·]

e∗(t0 + h, {x∗0, x̃∗, r[t0 + h], w̃[t0 + h]}), (2.20)

ãäå w0[t0 + h] îòâå÷àåò ðåàëèçàöèè u0(t0[·]t0 + h] = {u0[t0], t0 < t 6
t0 +h}. Òàêàÿ ôóíêöèÿ u0(·), äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì (2.20) äåéñòâè-
òåëüíî ñóùåñòâóåò. È ýòîò ìèíèìóì ðàâåí êàê ðàç âåëè÷èíå

ρ0
u(t0, Y [t0]) = ρ0

u(t0, x
∗
0, x̃

∗). (2.21)

Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ñòðàòåãèè u0(t, Y [t], ε) ïðè t ∈ [t0 + h, ϑ) âû-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì � ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà
[1,6].

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t > t0 + h â èíôîðìàöèîííîé Y �ñèñòåìå
ðåàëèçîâàëîñü èíôîðìàöèîííîå ñîñòîÿíèå {t, Y [t]}, ãäå

Y [t] = {x∗0, x̃∗, x∗[t0 + h[·]t], ỹ[t0[·]t]}. (2.22)

Ýòîìó ñîñòîÿíèþ {t, Y [t]} ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàê íàçûâàå-
ìîå ñîïóòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå {τ∗,W (C)[τ∗]} äëÿ W�ìîäåëè, ïîëà-
ãàÿ τ∗ = t, ñîãëàñíî (2.9)

W (C)[τ∗] = {x∗0, x̃∗, r(C)[t0 + h[·]τ∗], w̃(C)}, (2.23)

ãäå r(C)[t0 + h[·]τ∗] = {r(C)[τ ], t0 + h 6 τ 6 τ∗}, r(C)[τ ] = x∗[τ ] −
X−1(ϑ, τ)y[τ ], à âåêòîð w̃(C) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà-
÷è íà ìèíèìóì:

e∗(τ∗,W (C)[τ∗]) =

= e∗(τ∗, {x∗0, x∗, r(C)[t0 + h[·]τ∗], w̃(C)}) =

= min
W [τ∗]

e∗(τ∗,W [τ∗]) =

= min
w̃

e∗(τ∗, {x∗0, x̃∗, r(C)[t0 + h[·]τ∗], w̃}). (2.24)



34 À.Í. Êðàñîâñêèé, À.Í. Ëàäåéùèêîâ

ïðè óñëîâèè
|ỹ[τ∗]− w̃|2 6 ε + ε(τ∗ − t0). (2.25)

Îïðåäåëÿþùèé ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (2.24), (2.25) (n+1)�ìåðíûé
âåêòîð

s̃(τ∗, Y [τ∗], ε) = {s(τ∗, Y [τ∗], ε), s̃n+1 =

= s̃n+1(τ∗, Y [τ∗], ε)} = ỹ[τ∗]− w̃(C)[τ∗] (2.26)

íàõîäèòñÿ ïî èçâåñòíîìó â ìîìåíò t = τ∗ ñîñòîÿíèþ {τ∗, Y [τ∗]} è
íàçíà÷åííîìó ïàðàìåòðó òî÷íîñòè � ÷èñëó ε > 0. Çíà÷åíèå ue =

u0(τ∗, Y [τ∗], ε) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà, ò.å.
èç óñëîâèÿ

s′(τ∗, Y [τ∗], ε)X(ϑ, τ∗)B(τ∗)ue + s̃n+1ϕ(τ∗) |ue|2 =

= min
u∈P

{s′(τ∗, Y [τ∗], ε)X(ϑ, τ∗)B(τ∗)u + s̃n+1ϕ(τ∗) |u|2}, (2.27)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàê ñòðàòåãèÿ äåéñòâèòåëü-

íî äàåò îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ρ0
u(τ∗, Y [τ∗]), ò.å.

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé u0(·) (1.36) ïîâòîðÿåò ñ íåêîòî-
ðûìè ïîäõîäÿùèìè èçìåíåíèÿìè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî óòâåð-
æäåíèÿ èç ðàáîòû [1�3,6].

Èòàê, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ u0(·) = u0(t, Y, ε) ñòðîèòñÿ êàê
ýêñòðåìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (2.22)�(2.27)
äëÿ âåëè÷èíû e∗ (2.17).

Òîãäà èñêîìîå óïðàâëåíèå u0[t] = u0(ti, Y [ti], ε), ti 6 t 6 ti+1 îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u0[t] = − 1

2φ(ti)
B′(ti)X′(ϑ, ti)m

0[ti], ti < t 6 ti+1,

ãäå âåêòîð m0[ti], i − 1, . . . , l − 1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2.28),(2.29).

[− η[ti](1 +
∣∣m0[ti]

∣∣2)1/2 + (m0[ti])
′y[ti]+

+(m0[ti])
′f [ti] + (m0[ti])

′(F ∗[ti]− λtiE)m0[ti]
]

=

= max
|m|61

[− η[ti](1 + |m|2)1/2 + m′y[ti]+
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+m′f [ti] + m′(F ∗[ti]− λtiE)m
]
, i = 1, . . . , l − 1, (2.28)

çäåñü
η[ti] = (ε + ε(ti + t0))

1/2. (2.29)
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ABOUT ONE PROBLEM OF CONFLICT CONTROL
WITH INCOMPLETE RETARDED INFORMATION

Andrew N. Krasovskii, Ural Federal University, Dr.Sc., professor
(krasovskii@mail.ustu.ru).
Alexandr N. Ladeyshikov, Ural Federal University, postgraduated
(aladeyschikov@gmail.com).

Abstract : For con�ict-driven dynamic system, the problem of optimal
feedback control with incomplete information about the dynamic
obstacle and retarded inaccurate information about the values of the
phase variable, which characterizes the current state of the system, is
considered. The problem is formalized as an antagonistic di�erential game
of two persons. The method of program stochastic synthesis and the
method of extremal shift to attendant points are used for solving this
problem. The optimal control strategy is derived.

Keywords : control, obstacle, the criterion of quality, guaranteed result,
the stochastic program synthesis, extremal shift, the optimal control stra-
tegy.
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k7l]m?nYo,p�q4osr9lut�p�vxwxy	z,{	z,|,}�~�}�{	���]�+�uz��]���Y�u{x�=~��	}�~�z,�,�	z=�x{	z���z,{	~��	�?z��	z,�	�Å;
� RaQs\]j=�aj&�$�$j
��{	�S�(�=���]�7�	z,�	�	���+�uz��]}����x�s{	�?�	�&z�y	{	}�~�},��DY����D�y	z,{	z,|,}�~�}�{	���Y���x�=�����

�	�	���=�a�M�&}=��}�{	�g�oD	~���D	�E����DMy	{	},���=~��	���My	}��Y��yx����z��]��;��D�&�sz,����~=���E�s{x�����
�]�	�	�	�?z �az��&�=�	�Y���a��}�{	|��=�	�Y�(�=�	�	�M���=�	���¡y	z,{	z,|,}�~�}�{	}�~M¢ 8��9£�¤�;=¥��=�,�,�a}=��{	�	�
���uz,�,¦��a},�uz��]¦7�u~=�§�§����}�{	}��	�	z,|,}s�����	�	�	}��x��¨����=��z,{=�]©e�K�K�;�=���ª��]¦��,}��x�M¢ @��
£�¤�;
¥��=�,�,�a}=��{	�	�«�	|,{Y�E�u~=�§�J�]�	���a�	z,y	}��]�	}�¬��	�	�}�{	�4�=�	�	z,¬�;�®�|,{	}��	�����uz,�,¦

¯K°±��{	},���=~�z,�]²��³¯�¯M°±��}��Y��yx����z��]¦&²+;�4���©¡�u�?¬´�Y�S�	|,{	}��&}�~«}�µ��u�(���=z��¶y	{	���
~§�����	}�¬K�	�	�}�{	�4�=�	�	z,¬B�&�&}=��}�{Y���·�	z?���x�=z��J�u{Y��|,}�¬e�	|,{	}���;	2���DK��{	},���=~��x�
¸ ª���}M�(����{x�����¹�x�¡y	{	}��Y��~�},�u����~�}M��}�~§�={x� s

�x���x��D���}��Y��yx����z���D ¸ ª���}Kz,|,}}��	z,�	���E���=�	�	}�|,}J��}�~§�={x�
b
;&ºD���M�	z,�	��}�µ��?�	�	}��x�����?~§�=�E��{	z���z,{	~��	�?�a�K�	z��

�x�=�a��;�»¼{x�=µ�}=��z�¢ @�¤uµ��g�]}��x�=¬&�uz,�	}�{x�=~��	}�~�z,�,�	zE~��	|,{	z;�x��DK���x���x�	DB�&�&}�|+���
{	z���z,{	~��	�?zL�	z,�	�½��y	{	},���=~��	}�~M��y	}��Y��yx����z��]z,¬¶{x�=~��	}��az,{	�	}K{x�=�,y	{	z��uz��]z��
�	�¾�x��{	�?�	�&zG;$»½���=�	�	}�¬¿{x�=µ�}=��zM�a�¾����{	}��	�¹{x�=~��	}�~�z,�,�	zMy	}«À�ª�ÁL�«�x��D
���x���x�	DK�]�	�	z,¬	�	�g�S{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬K�x��De{	z���z,{	~��	�g�Â�	z,��;&Ã�=�	�	�³}�µ�{x����}��?�
z,���]�·�a�Ä���x���x�=¬	�	�?�Å}�µ�{x����}��Æ~��?µ��	{x�=z,�Æy	{	},���=~��x�Ç�·y	}��Y��yx����z���D·�x�
{	�?�	�&z=�B��}����¶{	z���z,{	~��	�?zM�	z,�	�

s
�

b
z,����¦��	z��(�=~��	�,�	�a�?z¡���x���x�=¬	�	�?zK~�z��

�]�	�	�	�	���	{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	�?z��x�L}=��{	z����&z
[0, 1]

�E�]�	�	z,¬	�	�?�a��y��]}=���	}�����D	�a��;
®�|,{	}��	�Ky	}�D	~���D	�E����De�x��{	�?�	�&z7�K}�µ=È�D	~���D	�E���	z,�Y�M�x����}�~§�={É°Ê�	z }�µ�D��

�(����z��]¦��	}s�,}�~�yx�(���=�E�L���½�7{	z���z,{	~��	�?�a�Â�	z,�x�=�a�]²+;YË��Ìµ=���uz,�Ç�,�	�Y������¦¡���
����	�	�	�<D	�a�Í}=�Â{	z���z,{	~��	�g�Í�	z,�B���,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}

S = S(s)
�

B = B(b)
;

�a�uz��]���¡y	{	}��	���§},�u�Y���	z,���]�
B ≥ S

;YÎa����z,����~�z,�	�	}K�,�	�Y������¦	�	�Y��}
S(s) ≥ s

�
B(b) ≤ b

�B�ç; zG;2y	{	},���=~�z,�É�(�=~��;Á¡�=z����$�Ây	}��Y��yx����z��]¦��(�=�	�Y©M�=z����	�����	�	�Y���
�	z,�Y�É�x�Ây	{	},�]���Y���_�Y��}�µ��Ïy	}��x���	�Y��¦Â�u}�y	}��]�	�Y��z��]¦��	�?¬É�u}��§},�Ç}=�e���=�	�	}�¬
�+�uz��]�	��;2Îa���]�É�+�uz��]���Â�,}�����}�D��u�=�,¦	�u��}Âµ=���uz,�Ì�,�	�Y������¦	�2�Y��}S}��x�ey	{	}��	���§}��
�u�Y�ey	}M�	z,�	z

(S(s) + B(b))/2
;

»g�?�	|,{	�;Á¡�=�a�K~ ���=�	�	}�¬¡�	|,{	z?D	~���D	z�����DM{x�����	�	�x�J�az�©¡�]�L{	z���z,{	~��	�?�a�
�	z,�x�=�a�¼�³�	z,�	}�¬Ç�+�uz��]�	�B��ç; zG;2�x��DÇy	{	},���=~��x�¶ª���} 1

2
(S(s) + B(b)) − s

���
�x��D³y	}��Y��yx����z���D¼ª���}

b − 1
2
(S(s) + B(b))

;��}��,�&}��]¦��Y�
b
�

s
���x���x�=¬	�	�?z

~�z��]�	�	�	�	�¹~K���(�	z,����~�z�~��?�	|,{	�;Ász,¬¶{x�=�,�,�a}=��{	�	�Ð�,{	z��u�	�	z����x�(�	z,�	�<D

Hs(B, S) = Eb,s

(

S(s) + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S(s)} (1.1)

�
Hb(B, S) = Eb,s

(

b − S(s) + B(b)

2

)

I{B(b)≥S(s)}. (1.2)



ÑJV	\]�$[]\]j�Ò��$j¶\´X&V&�aV&Ó$j¶[ÇÒ,�aj§Z�hBVYÔ FB:

�D��{x����z,|,�<D	�a�¶~s���=�	�	}�¬�µ§�=¬	z,�,}�~��,�&}�¬«�	|,{	zyD	~���D	�E����D«����	�	�	�	�
B(b)�

S(s)
;uÕ�}�|,�	�	�	}Ây	{	z��uy	}��]}(©e�Y��¦	���Y��}�ª���}Â�	z���µ��?~§�=�E�s�	zM����	�	�	�	�B�By	}��

�,�&}��]¦��Y�K�	z,�´µ�}��]¦=Ász �(����{x�����Ð�My	{	},���=~��x�����]�e}��	z,�	��������}��	�a}������Sy	{	z��x�
�az����É�³y	}��Y��yx����z���DB�a��}Í�¼y	{	z��x�]}(©¡z,�	�<D��	|,{	}��&}�~«�u}��x©e�	�Æµ��;��¦Íµ�}��]¦��
ÁszG;�Ë�},�uz��]¦M�(�=���]�7�	z,�	�<D«�+�uz��]�	�«y	{	z��u�����=~���D	z��S�,}�µ�}�¬��	|,{Y�����	z,y	}��]�	}�¬
�	�	�}�{	�4�=�	�	z,¬�;���{	},���=~��	�¹�«y	}��Y��yx����z��]���u}��x©e�	�½y	{	�	�	�	�4����¦S{	z�Ász,�	�	z
�����	z���}��Ö~�z,{	}�DY���	}������Ð��}�|,}	�4�Y��}´µ=���uz��¿���x�=�����	�	�&}��×y	{	���(�=���]�7�	z,�	�	�
�+�uz��]�	��;g��}�ª���}���¼~Í���(�	z,����~�z«{	z�Ász,�	�<D"�a�Øµ=���uz,�Ù�	�,������¦´µ§�=¬	z,�,}�~��,�&}�z
{x�=~��	}�~�z,�,�	z�~M�	|,{	z�������	�	�	�<D	�a�«~��?�	|,{	�;Á¡�¶°�8B;C8�²Ú��°�8B; @�²+;
Û Rac��aj§Z�h$�ÌÒS�$j&i$V	\]�$[]Ü�j&i$�$ÝMÜÆi$VxÒ�Þ$i$j=�aj§Z�j&�$�$j&ÜÆi$j§X&j&i$\]�$Ý¡Ô�ß$j&�
��{	z��uy	}��]}(©e�	�?���Y��}�{	z���z,{	~��	�?z7�	z,�	�"y	{	},���=~��	}�~��Ky	}��Y��yx����z��]z,¬S{x�=���

y	{	z��uz��]z,�	�Ð�	z,{x�=~��	}��az,{	�	}��x�J�	�Y��z,{	~§���]z
[0, 1]

;=»³���(�	z,����~�z y	{	�	�az,{x��{x�=���
�,�a}=��{	�	�½���x���x�=¬B�B�&}�|+���Â{	z���z,{	~��	�?zM�	z,�	�

s
�

b
z,����¦��	z��(�=~��	�,�	�a�?zM���x�§�

�x�=¬	�	�?zJ~�z��]�	�	�	�	�Ì�,}s���]z��]���E�s�	�a�Ây��]}=���	}�����D	�a��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DB�Y�,}�}=���
~�z�������~�z,�	�	}	w

f(s) = 2s, s ∈ [0, 1] , g(b) = 2(1 − b), b ∈ [0, 1] . (2.1)
ºD��}=�����x���x�=¬É�,}�}=��~�z�������~=��z��¶�,�Y�=�§�=�	�	�B�2�&}�|+���S�x�e{	�?�	�&z¡�a�	}�|,}Ây	{	},���=~��
�	}�~	���x��DÂ�&}=��}�{	�g�Ây	{	}��Y��~�},�u����~�}s��}�~§�={x�L}�µ�}=Á��]}��,¦��u}�{	}�|,}	���Â�a�	}�|,}sy	}��
�Y��yx����z��]z,¬B�u�&}=��}�{	�?zL}��	z,�	�	~§�=�E�M��}�~§�={��	z����]�YÁs�&}��Ð~��?�,}��&}�;

À��=¬&�uz,�Í}�yY���	�4���]¦��	�?z ����{x����z,|,�	�K�	|,{	}��&}�~�;�>D���uz,�¿�,�	�Y������¦����s����	���
�	�<D	�a�L}=�E{	z���z,{	~��	�g�s�	z,�

S = S(s)
�

B = B(b)
���,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}�;§�a�uz��]���

y	{	}��	���§},�u�Y����z,���]�
B ≥ S

;�>D���uz,�Ð�,�	�Y������¦	�u�Y��}K}��x�¡y	{	}��	���§},�u�Y�Ây	}M�	z,�	z
1
2
(S(s) + B(b))

;uàL���	�	�	�	�¶~��?�	|,{	�;Á¡�K�	|,{	}��&}�~K�	�az,�E�S~��&�¼°�8B;C8�²;�³°�8B; @�²��
|+�uze�4����z,�4�����	�	z,�,�&}�zS}(©e�&���=�	�	zKµ�z,{	z�����D³y	}«�,}�}=��~�z�������~=���E�s�	�Ï{x�=�,y	{	z��
�uz��]z,�	�<D	� ;�2���D´�x���§}(©¡�uz,�	�<D´{x�=~��	}�~�z,�,�<D¿~�}��,y	}��]¦=�,��z,�a��DÇ���]z��]���E�s�	�a�
�,}�}�µ�{x��©¡z,�	�<D	�a��;

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?�x�Y��}e��}��Y��yx����z��]¦e�	�,y	}��]¦=�,��z��S����{x����z,|,�	�

B(b) =

{

b ,
z,���]�

b ≤ 1
6
,

4
5
b + 1

30
,
z,���]� 1

6
≤ b ≤ 1

� (2.2)

�S�x�=¬&�uz,�Ç�x�=���x���YÁs�	¬�}=��~�z��M��{	},���=~��x�J�x��De{x�����]�	�	�	�g�S���x�(�	z,�	�	¬Âyx�={x���
�az���{x�

s
;

�J������¦
s ≥ 1/6

;�Ã�}�|+���É�+�uz��]���Íy	{	}��Y��}�¬&�uz����4z,���]��µ=���uz��¿~��?y	}��]�	z,�	}
�����]}�~��	z

B(b) ≥ S
���]�

4

5
b +

1

30
≥ S.
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��}����]z��u�	z,z������]}�~��	z�ª,�	~��	~§���]z,�Y���	}e�	z,{x�=~�z,�	����~=�

b ≥ 5

4
S − 1

24
,

|+�uz
b ¸ ���x���x�=¬	�x�	DÍ~�z��]�	�	�	�x�S�s{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	z,� g(b), b ∈ [0, 1]

;�»g�?�	�	���
�]�	�"~��?�	|,{	�;Áã��{	},���=~��x�

Hs(B, S) = Eb

(

S + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S} =

=

∫ 1

5

4
S− 1

24

( 4
5
b + 1

30
+ S

2
− s

)

2(1−b)db = − 25

124
(−5+36s−30S)(5−6S)2.

(2.3)��{	}��Y��~�},�u�x�	D�ª���}�¬�����	�	�	�	�«�	�az,z��e~��&�
∂Hs

∂S
=

25

1152
(5 + 24s − 30S)(5 − 6S).

ä ���,�D���K���]z��]��z������Y��}K�4�=�&�,�	����Ð~��?�	|,{	�;Á¡�¶°�@9; F§²a�u}������	|��=z�����D¶y	{	�

S =
4

5
s +

1

6
.

��{	�
s > 5/6

���x�(�	z,�	�	z
S(s)

�����=�	}�~��Y����DÂ�az,�	¦=Ász
s
;&Ã�=�	�	�´}�µ�{x����}��?�&y	{	�

s ≥ 1/6
�x�=���x���YÁs�	¬«}=��~�z��S��{	},���=~��x�¡�x�M����{x����z,|,�	�ã°�@9; @�²g�	�az,z��e~��&�

S = max

{

4

5
s +

1

6
, s

}

. (2.4)

À�z���{Y���u�	}Ky	}������(����¦	�	�Y��}¡ª����¡����{x����z,|,�<D«µ=���uz��M}�yY���	�4���]¦��	}�¬��Â~¡���x���x�=z
s < 1/6

;
Ã�z,y	z,{	¦�y	{	z��uy	}��]}(©e�	�?�$�Y��}¶��{	},���=~�z,�´�	�,y	}��]¦=�,��z��É����{x����z,|,�	�å°�@9; á ²+;

À��=¬&�uz,�¹�x�=���x���YÁs�	¬Ç}=��~�z��É��}��Y��yx����z���DÉ�x��D´{x�����]�	�	�	�g�´���x�(�	z,�	�	¬³yx���
{x�=�az���{x�

b
;

�J������¦
b ≤ 5/6

;Y�a�uz��]���¡y	{	}��Y��}�¬&�uz����	z,���]�Âµ=���uz��M~��?y	}��]�	z,�	}s�����]}�~��	z
4
5
s + 1

6
≤ B

�	�Y��}eª,�	~��	~§���]z,�Y���	}

s ≤ 5

4
B − 5

24
,

|+�uz
s ¸ ���x���x�=¬	�x�	D¶~�z��]�	�	�	�x�K��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	z,� f(s), s ∈ [0, 1]

;]»g�?�	�	���
�]�	�"~��?�	|,{	�;Áã��}��Y��yx����z���D

Hb(B, S) = Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{B≥S(s)} =
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=

∫ 5

4
B− 5

24

0

(

b −
4
5
s + 1

6
+ B

2

)

2sds = − 25

124
(1 − 36b + 30B)(1 − 6B)2.

��{	}��Y��~�},�u�x�	D�ª���}�¬«����	�	�	�	���	�az,z��e~��&�
∂Hb

∂B
=

25

1152
(1 + 24b − 30B)(−1 + 6B).

ä ���,�D���K���]z��]��z������Y��}K�4�=�&�,�	����Ð~��?�	|,{	�;Á¡�s�u}������	|��=z�����DÉy	{	�

B =
4

5
b +

1

30
.

��{	�
b < 1/6

���x�(�	z,�	�	z
B(b)

�����=�	}�~��Y����DÍµ�}��]¦=Ász
b
;uÃ�=�	�	�Ì}�µ�{x����}��?�

�x�=���x���YÁs�	¬¶}=��~�z��S��}��Y��yx����z���D«�x�¡����{x����z,|,�	�ã°�@9; á ²g�	�az,z��S~��&�

B = min

{

4

5
b +

1

30
, b

}

.

®J���=�B���u}������(�=�	}K���]z��]���E�sz,z��&��~�z,{§©¡�uz,�	�	zG;
fgj&[]i$j&Ü�V Û R � R¡æ;çxè¡é�ê�v�l]ë§ìxq4o?r�è7í&v=èMo,î�éxéSpJï�v=ð�v=nYoEt�r�ð�o9l]ñ§v(òSrí&v�r�ç=íuo�ó
ð�o9luo�ìxé]o+ê½íuo�ï=o�íup�ìxq$òÉô]o�ì¼õÚö�÷Gø�ùMé�ê�o�m?èúp�éxð

S = max

{

4

5
s +

1

6
, s

}

, B = min

{

4

5
b +

1

30
, b

}

.

1
�����
6

5
�����
6

1
b,s

1
�����
6

5
�����
6

1

SHsL
BHbL

¥a�	�����	}��J8B; ä yY���	�4���]¦��	�?z�����{x����z,|,�	�

ä yY���	�4���]¦��	�?zs����{x����z,|,�	�Í�Y��}�µ�{x��©¡z,�	�W�x�e{	�	�G;�8B;�»Ð���=�	�	}��Ì���x���x�=z
�+�uz��]���e�,}�����}��Y����DB�uz,���]�

B(b) ≥ S(s)
�x�Y��}Kª,�	~��	~§���]z,�Y���	}

b ≥ s + 1/6.
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¥a�	�����	}��w@9; ä µ��u�=����¦K�+�uz��]�	�

ä µ��u�=����¦K�+�uz��]�	�«y	{	z��u�����=~��]z,�x�e�x�M{	�	�G;"@9;
»gz,{	}�DY���	}�����¦³��}�|,}	�4�Y��}³y	{	�"}�yY���	�4���]¦��	}��Öy	}�~�z��uz,�	�	�Ð�+�uz��]���³y	{	}��

�Y��}�¬&�uz����u{x�=~��x�

P{B(b) > S(s)} =

∫ 1

1

6

∫ b− 1

6

0

2s · 2(1 − b)ds · db =
1

6

(

5

6

)4

≈ 0.080.

ºD��}¶�az,�	¦=Ász=���	z,�W~�z,{	}�DY���	}�����¦¶�	z,�����	}�¬Ç�+�uz��]�	�
P{b > s} =

∫ 1

0

∫ b

0
2s ·

2(1 − b)ds · db = 1
6
≈ 0.166.

��{	�Çª���}��?��~��?�	|,{	�;Ás���	|,{	}��&}�~Í�,}������=~GDY�
~�z��]�	�	�	�Y�

Hs = Hb =

∫ 1

1

6

∫ b− 1

6

0

(

4/5b + 1/30 + 4/5s + 1/6

2
− s

)

2s·2(1−b)ds·db =

=
1

36

(

5

6

)4

≈ 0.0133,

�Y��}e�az,�	¦=Ász�~��?�	|,{	�;Ász,¬¶~M�	z,�����	}�¬¶�+�uz��]�&z

H̄s = H̄b =

∫ 1

0

∫ b

0

(

b + s

2
− s

)

2s · 2(1 − b)ds · db =
1

60
≈ 0.0166.

û �=�az����	�?�_�Y��}��§}=��D³�	z,�����x�	D³�	|,{x�S���=z��«�	|,{	}����=�¹µ�}��]¦=Ás�	zK~��?�	|,{	�g�
Ás�B�Bª����Â�,�Y�=�§�=�	�<D×D	~���D	z�����DÍ�	z�������}�¬	�	�	~�}�¬�;_Ã�=�Y©¡z=�u���=�Í~M�u���]z,�a�az¡�(���
���]�7�	z,�	�	}�|,}³���	|,{	}��&}�~³~´�	z,�����	}�¬Ì�	|,{	z¶z,����¦³�,}�µ��u�����Ð�Y���az,�	�Y��¦Ç�,~�}��
����{x����z,|,�	�q;D��}�����©¡z,�Wª���}�;�J������¦	��x�=y	{	�	�az,{B�y	{	},���=~��	�×�	|,{x�=�E�Í�	z,�����
�	}	�&�ç; zG;

S(s) = s
;�À��=¬&�uz,�Ç}�yY���	�4���]¦��	�?¬Â}=��~�z��¡y	}��Y��yx����z��]z,¬�;x»g�?�	|,{	�;Á
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��}��Y��yx����z���D«{x�=~�z,�

Hb(B, S) =

∫ B

0

(

b − B + s

2

)

2sds = B2(b − 5/6B).

2���D��x���§}(©¡�uz,�	�<D�}�yY���	�4���]¦��	}�¬�����{x����z,|,�	�É�x���§},�u�	�"y	{	}��Y��~�},�u�Y���

∂Hb

∂B
= B(2b − 5

2
B),

}=���Y�����K���]z��]��z������Y��}K}�yY���	�4���]¦��x�	D«����{x����z,|,�<DÉ��}��Y��yx����z���D«z,����¦
B(b) =

4/5b
;xÃ�}�|+���¡~��?�	|,{	�;ÁÅ��{	},���=~��x�M�����=�	z��S~L�u~§�¡{x���(�M�az,�	¦=Ász

Hs(4/5b, s) =

∫ 1

0

∫ 4/5b

0

( 4
5
b + s

2
− s

)

2s·2(1−b)ds·db =
1

3

(

2

5

)4

≈ 0.008.

ü RDc��aj§Z�h$�ýÒ��$j§Z��$�$j&þ$�$ÝMÜ��ýÒ�ÿ	i$V	ÿ	j��=���2Ü��
¥��=�,�,�a}=��{	�	���u{Y��|,}�¬����x���x�=¬L�	z,{x�=~��	}��az,{	�	�g��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬s{	z���z,{	~��

�	�g�Ì�	z,�ýy	}��Y��yx����z��]z,¬·�Ðy	{	},���=~��	}�~Ç�x�³�	�Y��z,{	~§���]z
[0, 1]

;g¥��=�,�,�a}=��{	�	�
�]�	�	z,¬	�	�?z¶{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DB�D���=�"��~��;Ász=�D�	}¿y	}��az,�<D	z,�¾y	}��Y��yx����z��]z,¬Ð�
y	{	},���=~��	}�~K{	}���D	�a�B�	�ç; zG;]y	{	z��uy	}��]}(©e�	�?�x�Y��}e{	z���z,{	~��	�?z��	z,�	�

s
�

b
z,����¦

�	z��(�=~��	�,�	�a�?zs���x���x�=¬	�	�?zs~�z��]�	�	�	�	�W��y��]}=���	}�����D	�a�É{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<DÉ�,}��
}=��~�z�������~�z,�	�	}

f(s) = 2(1 − s), s ∈ [0, 1] , g(b) = 2b, b ∈ [0, 1]. (3.1)

ºD��}¿�,}�}=��~�z�������~=��z��³�,�Y�=�§�=�	�	�B�4�&}�|+���É�x�É{	�?�	�&zÂ�a�	}�|,}Íy	{	},���=~��	}�~	�2�x��D
�&}=��}�{	�g����}�~§�={�}�µ�}=Ász��]��DS�uz�Ász,~�}	�x���a�	}�|,}Kµ�}�|������g��y	}��Y��yx����z��]z,¬�;

À��=¬&�uz,�É}�yY���	�4���]¦��	�?z;����{x����z,|,�	�M�	|,{	}��&}�~�;G4��=�s�L{x�=�	¦=Ász=�=�a�Çµ=���uz,�
�,�	�Y������¦e��������	�	�	�<D	�a��}=�M{	z���z,{	~��	�g���	z,�B�x�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}

S = S(s)
�

B = B(b)
;	Õ�}�|,�	�	�	}My	{	z��uy	}��]}(©e�Y��¦	�x�Y��}Kª���}K�a}��	}=��}��	�	}K~�}=��{x�=�����=�E�s�	z

����	�	�	�	��;	Ã�}�|+���L���&�sz,����~=���E�e}�µ�{x�����	�?z�����	�	�	�	�
U = B−1 � V = S−1 �

�ç; zG;]�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}
s = V (S)

�
b = U(B)

;
»g�?y	�YÁsz,�×�����]}�~��<DÐ}�yY���	�4���]¦��	}������"�x��D"�(�(���=�	�	�g�Ì{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�	¬

°�F<;C8�²]�x��DL{	z���z,{	~��	�g�s�	z,��;=�a�uz��]���7y	{	}��	���§},�u�Y���=z,���]�
B ≥ S

;�Îa���]�s�+�uz��]���
�,}�����}�D��u�=�,¦	��µ=���uz,�É�,�	�Y������¦	���Y��}�}��x�7y	{	}��	���§},�u�Y��y	}7�	z,�	z 1

2
(S(s)+B(b))

;
àL���	�	�	�	�´~��?�	|,{	�;Á¡���	|,{	}��&}�~��	�az,�E��~��&�ý°�8B;C8�²7�"°�8B; @�²���|+�uzM�4����z,�4�������
�	z,�,�&}�z7}(©e�&���=�	�	z µ�z,{	z�����Dey	}��,}�}=��~�z�������~=���E�s�	��{x�=�,y	{	z��uz��]z,�	�<D	� ; ä �����
���?~§�=z�����DB�?�Y��}Ç��z,y	z,{	¦¼{x�=~��	}�~�z,�,�	z��u}������	|��=z�����D½~Ç���u�=�,�,zÉ�	z��]�	�	z,¬	�	�g�
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����	�	�	�	¬�;�2���D³z,|,}¶�x���§}(©¡�uz,�	�<D³�(�=��	�&�,�	{Y��z,�Ï����{x����z,|,�	�úy	}��Y��yx����z���D
B(b)

�«�x�=¬&�uz,�ý�x�=���x���YÁs�	¬É}=��~�z�����{	},���=~��x�s�x��D¶{x�����]�	�	�	�g�¶���x�(�	z,�	�	¬
yx�={x�=�az���{x�

s
;

14���]}�~��	z
B(b) ≥ S

ª,�	~��	~§���]z,�Y���	}
b ≥ U(S)

;4»g�?�	|,{	�;Á ��{	},���=~��x�
{x�=~�z,�

Hs(B, S) = Eb

(

S + B(b)

2
− s

)

I{B(b)≥S} =

∫ 1

U(S)

(

B(b) + S

2
− s

)

2bdb.

(3.2)2s�	��z,{	z,�	�	�	{Y�GD´°�F<; @�²4y	}
S
���x�=¬&�uz,�¼�x�=���x���YÁs�	¬�}=��~�z��M��}��Y��yx����z���D��Y�

�����]}�~��<D

∂Hs

∂S
= −2(S − s)U(S)U ′(S) +

1 − U2(S)

2
= 0,

}=���Y�����¡y	}��x���x�=z,�´�u�	��z,{	z,�	�	�x���]¦��	}�zJ��{x�=~��	z,�	�	zE�x��DÂ}�y	{	z��uz��]z,�	�<D�}�y��
���	�4���]¦��	�g�«����{x����z,|,�	¬¼°G��}��	�	z,z�}�µ�{x�����	�g������	�	�	�	¬]²

U(B), V (S)

U ′(S)(S − V (S))U(S) =
1 − U2(S)

4
. (3.3)

� �x���]}�|,�	�	�	}	�	yY������¦
S(s)

����{x����z,|,�<D¶��{	},���=~��x�<;xÀ��=¬&�uz,���x�=���x���YÁs�	¬
}=��~�z�����}��Y��yx����z���D��x��DL{x�����]�	�	�	�g�����x�(�	z,�	�	¬syx�={x�=�az���{x�

b
;=À����§},�u�	�¶z,|,}

~��?�	|,{	�;Á

Hb(B, S) = Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{B≥S(s)} =

= Es

(

b − S(s) + B

2

)

I{s≤V (B)} =

=

∫ V (B)

0

(

b − S(s) + B

2

)

2(1 − s)ds. (3.4)

2s�	��z,{	z,�	�	�	{Y�GD¿°�F<; á ²y	}
B
�&�x���§},�u�	�Ç�x�=���x���YÁs�	¬Â}=��~�z��¡��}��Y��yx����z��

��D�;

∂Hb

∂B
= 2(b − B)(1 − V (B))V ′(B) − 2V (B) − V 2(B)

2
= 0,

}=���Y�����Íy	}��x���x�=z,�Ù~=��}�{	}�ze�u�	��z,{	z,�	�	�x���]¦��	}�zÂ��{x�=~��	z,�	�	ze�x��D�}�y	{	z��uz��
�]z,�	�<D«}�yY���	�4���]¦��	�g������{x����z,|,�	¬

U(B), V (S)

V ′(B)(U(B) − B)(1 − V (B)) =
2V (B) − V 2(B)

4
. (3.5)
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2sz��u�	D«~É°�F<; F§²���°�F<; 6�²g�(�=�az,�Y�
u(x) = U2(x), v(x) = (1 − V (x))2 y	{	���

�§},�u�	�Ð���,�	����z,�az���{x�=~��	z,�	�	¬

u′(x)(x − 1 +
√

v(x)) =
1 − u(x)

2
,

v′(x)(x −
√

u(x)) =
1 − v(x)

2
. (3.6)

>D���uz,�"�	�,������¦e{	z�Ász,�	�	zL�,�	����z,�a�Æ°�F<; £§²��	�&}=��}�{	}�z����u}�~��]z���~�}�{�D	z��S���]z��
�]���E�s�	�Ì�,}�}=���	}=Ász,�	�<D	�

u(x) = v(1−x), v(x) = u(1−x), u′(x) = −v′(1−x), v′(x) = −u′(1−x).

(3.7)��z,{	z,y	�YÁsz,�Ð�,�	����z,��³°�F<; £§²g~M~��&�uz

x − 1 +
√

v(x) =
1 − u(x)

2u′(x)
,

x −
√

u(x) =
1 − v(x)

2v′(x)
.

1J�	�Y���?~§�	D«�,}�}=���	}=Ász,�	�<DÇ°�F<; E�²��	y	{	���§},�u�	�Ð����{x�=~��	z,�	�	�¹�x��D
v(x)

(

√

v(x) +
1 − v(x)

2v′(x)

)

+

(

√

v(1 − x) +
1 − v((1 − x)

2v′(1 − x)

)

= 1. (3.8)

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?�	�Y��}M����	�	�	�<D
v(x)

��µ��?~§�=z����	�ç; zG;
v′(x) < 0, x ∈ [0, 1]

;
Ã�}�|+���L�Y�K°�F<; £§²4���]z��]��z����x�Y��}

u(x)
�]z�©e�Y�¡�x�(��yx�={x�=µ�}��]}�¬

x2 ;	®J�J�,�	�a�az����
{	�	�����]z��]��z����4�Y��}

v(x)
�]z�©e�Y�Í�x�(�Ðyx�={x�=µ�}��]}�¬

1 − x2 � u′(x) > 0
;aÀ��

{	�	�G;�FL�Y��}�µ�{x��©¡z,�	�ý|,{x�=��	�	�Â����	�	�	�	¬
u(x)

�
v(x)

; û �uz,�,¦
x0
�

1− x0
¸��}��	�	�B�x|+�uz�����	�	�	�	�

v(x)
�

u(x)
�,}�}=��~�z�������~�z,�	�	}ey	{	�	�	�	�4�=�E�M���x�(�	z,�	�	z

{x�=~��	}�z
1
;

»���}��	�&z
x0
���x�(�	z,�	�	z�����	�	�	�	�

v(x0) = 1
;&Ã�}�|+���L�Y�J~=��}�{	}�|,}L��{x�=~��	z��

�	�<DÉ~¿°�F<; £§² ���]z��]��z����_�Y��}
u(x0) = x2

0

�¶��}�|+���
v(1 − x0) = x2

0

; û �=�az����	�?�
�Y��}My	{	}��Y��~�},�u�x�	D

v′(x0)
�	zJ}�y	{	z��uz��]z,�x�Y�Y���=�Y©¡z����=�Â�

u′(1− x0)
;Y��}�ª���}��

��¶ª����Í���x�(�	z,�	�<DÍ�a�Ïµ=���uz,�·y	}��	�	�4����¦Â���=�Í�,}�}=��~�z�������~=���E�s�	zey	{	z��uz��]�
lim

x→x0+0
v′(x)

�
lim

x→x0+0
u′(1 − x)

;
��},�u�����=~��	~K~«°�F<; =§²

x = x0
�x�x���§},�u�	�

1 + x0 +
1 − x2

0

2v′(1 − x0)
= 1 .
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¥a�	�����	}��¥F<;]àL���	�	�	�	�
u(x), v(x)

ä ���Y�����

v′(1 − x0) = −u′(x0) = −1 − x2
0

2x0

. (3.9)

¥a�	�����	}�� á ;uàL���	�	�	�	�
U(x), V (x)

À��¡{	�	�G; á y	{	z��u�����=~��]z,�	�Ï|,{x�=��	�	�«����	�	�	�	¬
U(x)

�
V (x)

;uÀ��=�&}��	z,�
�a�ý|,}=��}�~��·y	{	z��u�����=~��Y��¦K~��&�«}�yY���	�4���]¦��	�g�Â����{x����z,|,�	¬

B(b)
�

S(s)
°Ê�,� ;

{	�	�G;�6�²+; ä �����=z�����D��	z,}�y	{	z��uz��]z,�	�	}�����¦M~����x�(�	z,�	�	�
x0
�&ª���}s�4�={	|,�	�x���]¦��	�?z

���x�(�	z,�	�<De�x��DÂ�+�uz��]�	�B�	�	�Y©¡zJª���}�|,}s���x�(�	z,�	�<D���{	},���=~�z,�S�	zJ}�yY���,���=z��K�	z��
�Y���x��~��;Ász����x�(�	z,�	�<D

1 − x0
��}��Y��yx����z��]¦e�	z�y	}��Y��yx�=z��K��}�~§�={�;

��{	z��uy	}��]}(©e�	�?���Y��}Éy	{	}��Y��~�},�u�x�	D
v′(x0)

���&�sz,����~=��z����g�&}��	z,�	�x�É�Ç�	z
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¥a�	�����	}��w69; ä yY���	�4���]¦��	�?z�����{x����z,|,�	�

{x�=~��x�M�Y�(�]�q;]��}��]¦=�,�GD	�,¦Ky	{x�=~����]}��¼Õ�}�y	�Y������DB�]�Y�S°�F<; £§²g�x���§},�u�	�

v′(x0) = lim
x→x0+0

1 − v(x)

2(x −
√

u(x))
=

−v′(x0)

2

(

1 − u′(x0)

2
√

u(x0)

) ,

}=���Y�����K���]z��]��z��S�,}�}=���	}=Ász,�	�	z

1 = −
√

u(x0)

2
√

u(x0) − u′(x0)���]�
u′(x0) = 3

√

u(x0) = 3x0.»g�az,����zL�e°�F<; :§²gy	}��x���x�=z,�"�,}�}=���	}=Ász,�	�	z��x��D�}�y	{	z��uz��]z,�	�<D
x0
w

1 − x2
0

2x0

= 3x0.

ä ���,�D���
x0 = 1/

√
7 ≈ 0.3779.®J���=�B���u}������(�=�	}K���]z��]���E�sz,z��&��~�z,{§©¡�uz,�	�	zG;

fgj&[]i$j&Ü�V ü R � R¡æ;çxè¡é�ê�v�l]ë§ìxq4o?r�è7í&v=èMo,î�éxéSpJï�v=ð�v=nYoEt�r�ð�o9l]ñ§v(òSrí&v�r�ç=íuo�ó
ð�o9luo�ìxé]o+ê½íuo�ï=o�íup�ìxq$òÉô]o�ì¼õ��&÷Gø�ùMé�ê�o�m?èúp�éxð

S = V −1(s), B = U−1(b),

î�ð�o��
	§ìxñ§ôxéxé
u = U2, v = (1 − V )2 t(ç=íuo�ð�o9l��xm?èMr�"r�é]r�èMo+ê�t��Çð�é����4o�ó

íuo�ìxôxéxv�l]ë§ìxq$ò�	,í&v�p�ì]o�ìxé��·õ��&÷���ù�÷��?í]é���èMt�ê��Jr+v(ê�vÍr�ð�o9l]ñ§vÍr,t�p=o�í��¡v�o�èMr�
peî í&v=ìxéxôxv(òÍô]o�ì

[1/
√

7, 1 − 1/
√

7] ≈ [0.3779, 0.6221]
÷
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Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü ñäåëêè ñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé
â äàííîì ñëó÷àå.
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EQUILIBRIUM IN BARGAINING MODEL WITH
NON-UNIFORM DISTRIBUTION FOR RESERVATION
PRICES

Vladimir V. Mazalov, Institute of Applied Mathematical Research
Karelian Research Center of Russian Academy of Sciences, Dr.Sc.,
professor (vmazalov@krc.karelia.ru).
Julia S. Tokareva, Zabaikalsky State Humanitarian Pedagogical
University named after N.Tchernishevsky, Cand.Sc.
(jtokareva2@mail.ru).

Abstract : We consider a game-theoretic bargaining model of bilateral
monopoly under uncertainty. Each player has a private information about
its own reservation price. The reservation prices are random variables
with linear probabilistic density functions. Seller and buyer submit sealed
o�ers and if the buyer's o�er is higher than seller's o�er a bargain
is enacted and the good is sold. The Bayes equilibrium is derived in
analytical form. The comparison of solutions in the typical states of the
market is made.

Keywords : negotiations, transaction, equilibrium, reservation prices.
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Èññëåäóåòñÿ ìîäåëü òåîðèè êîíòðàêòîâ, â êîòîðîé öåëåâûå
ôóíêöèè ðåãóëèðóþùåãî îðãàíà è ôèðì äâóõ òèïîâ âêëþ÷àþò
ýêîëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Ïîêàçàíî, ÷òî âûáîð ñïîñîáà ðà-
áîòû ìåõàíèçìà ðåãóëèðîâàíèÿ, îáúåäèíÿþùèé èëè ðàçäåëÿ-
þùèé, çàâèñèò êàê îò ïîëèòè÷åñêèõ óñëîâèé, ò.å. êàêîãî òèïà
ðåãóëÿòîðû íàçíà÷àþò ìåõàíèçì è êîíòðàêòû, òàê è îò ýêî-
íîìè÷åñêèõ óñëîâèé, à èìåííî, ðàçëè÷èå ìåæäó ¾ãðÿçíûìè¿
è ¾çåëåíûìè¿ ôèðìàìè ïî ýôôåêòèâíîñòè è ñòåïåíü èõ ðàñ-
ïðîñòðàíåííîñòè â ýêîíîìèêå. Ïðè íåáîëüøîì îòëè÷èè çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî òèï ôèðìû, îêàçûâàåòñÿ,
÷òî, åñëè èñïîëüçîâàíèå ¾ãðÿçíûõ¿ òåõíîëîãèé ïîâûøàåò ðåí-
òàáåëüíîñòü ôèðì, à äîëÿ ¾ãðÿçíûõ¿ ôèðì â ýêîíîìèêå âåëè-
êà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ìíîãèõ ðàçâèâàþùèõñÿ
è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê, òî ÷àùå âûáèðàåòñÿ îáúåäèíÿþùèé,
ò.å., â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, íåðûíî÷íûé êîíòðàêòíûé ìåõà-
íèçì. Ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ
ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàí, êîãäà îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâ-
íû ¾çåëåíûå¿ ôèðìû, ÷àùå ìîæíî îæèäàòü âûáîðà ðàçäåëÿ-
þùåãî, â áîëüøåé ñòåïåíè ðûíî÷íîãî, ìåõàíèçìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñèå, óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ, ýêîëîãè÷åñêîå ðå-
ãóëèðîâàíèå, ìåíþ êîíòðàêòîâ, îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì, ðàçäåëÿþ-
ùèé ìåõàíèçì.

1. Ââåäåíèå
Âàæíóþ ÷àñòü ãëîáàëüíîé çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè îêðóæàþùåé ñðå-

äû ñîñòàâëÿåò îáåñïå÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ýêîëîãè÷åñêîãî ðåãóëèðî-
âàíèÿ â ñòðàíàõ ñ ïåðåõîäíîé è ðàçâèâàþùåéñÿ ýêîíîìèêîé, ãäå ïî-
ñòåïåííî ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìèðîâîãî ïðîìûø-
ëåííîãî ïðîèçâîäñòâà. Â 2004 ã. äîëÿ ñåìè îñíîâíûõ ¾íîâûõ¿ ýêî-
íîìèê, ò. å. Êèòàÿ, Èíäèè, Áðàçèëèè, Ðîññèè, Ìåêñèêè, Èíäîíåçèè,
Òóðöèè â ãëîáàëüíîé ýìèññèè äâóîêèñè óãëåðîäà ñîñòàâëÿëà 32.1%,
à ñîãëàñíî ïðîãíîçàì, ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ ñöåíàðíîãî ïîäõîäà,
îíà âîçðàñòåò äî 42.6% â 2025 ã. è äî 49% â 2050 ã. [3]. Ñîãëàñíî
[2], êðóïíåéøèìè â ìèðå ýêñïîðòåðàìè òîâàðîâ, ïðîèçâîäñòâî êîòî-
ðûõ ñâÿçàíî ñ çàãðÿçíåíèåì àòìîñôåðû, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ
Êèòàé, Ðîññèÿ, ñòðàíû Áëèæíåãî Âîñòîêà, ñòðàíû Þæíîé Àôðèêè,
Óêðàèíà, Èíäèÿ, Ìàëàéçèÿ, Òàèëàíä, Òàéâàíü, Âåíåñóýëà.
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Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ â ñòðàíàõ ìèðà çàâèñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ,
â òîì ÷èñëå äåìîãðàôè÷åñêèõ, ñâÿçàííûõ ñ èçìåíåíèåì âîçðàñòíîé
ñòðóêòóðû íàñåëåíèÿ è óìåíüøåíèåì ðàçìåðà ñåìüè â ðåçóëüòàòå óð-
áàíèçàöèè. Ïðè àíàëèçå ýòèõ ôàêòîðîâ èññëåäîâàòåëè íå ïðèõîäÿò
ïîêà ê îïðåäåëåííûì ðåçóëüòàòàì [5].

Â äàííîé ñòàòüå ìû ñîñðåäîòî÷èâàåìñÿ ëèøü íà âîïðîñàõ ýêîëî-
ãè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è îãðàíè-
÷èâàåìñÿ òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì.

Èññëåäîâàòåëè îáû÷íî îáúÿñíÿþò ñêðîìíûå ðåçóëüòàòû ýêîíî-
ìè÷åñêîé ïîëèòèêè â Ðîññèè è äðóãèõ ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèêàõ, è,
â ÷àñòíîñòè, ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè, íàëè÷èåì ¾óíàñëåäîâàííûõ¿
ñïîñîáîâ ïîâåäåíèÿ è èíñòèòóòîâ, à òàêæå êîíôëèêòàìè ìåæäó íî-
âûìè ôîðìàëüíûìè è ñòàðûìè íåôîðìàëüíûìè èíñòèòóòàìè. Îäíà-
êî, èìååòñÿ è èíàÿ âîçìîæíîñòü: ¾íîâûå¿ ýêîíîìèêè îáëàäàþò ÷èñòî
ýêîíîìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå âåäóò ê ñåðüåçíûì îòëè÷è-
ÿì â ðàáîòå òåõ èíñòèòóöèîíàëüíûõ ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå õîðîøî
ïðîÿâèëè ñåáÿ â ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàíàõ.

Åñëè â ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàíàõ òå æå ñàìûå ôèðìû, êî-
òîðûå íàíîñÿò íàèìåíüøèé óùåðá îêðóæàþùåé ñðåäå, ÿâëÿþòñÿ îä-
íîâðåìåííî è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè â ñìûñëå ðåíòàáåëüíîñòè, òî
âî ìíîãèõ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèêàõ, íàîáîðîò, ìíî-
ãèå ôèðìû ìîãóò ïîëó÷èòü íåìàëóþ ýêîíîìè÷åñêóþ âûãîäó çà ñ÷åò
ïðÿìîãî èëè êîñâåííîãî çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ëàôôîí [4] èññëåäîâàë ìîäåëü ýêîëîãè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, êî-
òîðàÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè â ïðî-
ìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàíàõ. Â ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôèðìû-
ìîíîïîëèñòû, êîòîðûå èìåþò ôóíêöèè èçäåðæåê âèäà

C(θ, d) = θ(K − d),

ãäå K > 0 � íåêîòîðàÿ îáùàÿ äëÿ âñåõ ôèðì êîíñòàíòà, θ > 0 � õà-
ðàêòåðèñòèêà çàòðàò, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíîé èíôîðìàöèåé ôèðìû, ò.
å. òèï ôèðìû, d > 0 � óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ äîïóñòèìûé äëÿ ôèð-
ìû äàííîãî òèïà, âûáèðàåìûé ôèðìîé èç ïðåäëîæåííîãî ðåãóëÿòî-
ðîì ìåíþ êîíòðàêòîâ èëè îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåìûé ðåãóëÿòîðîì.
Êàê âèäíî èç ôîðìóëû, ïðè íàëè÷èè äâóõ òèïîâ ôèðì, θ < θ̄, åñëè
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü óâåëè÷èòü óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ d, ôèðìà òè-
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ïà θ, åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ¾çåëåíóþ¿, ïîëó÷àåò ìåíüøåå
ñíèæåíèå èçäåðæåê, íåæåëè ôèðìà òèïà θ̄, ò. å. ¾ãðÿçíàÿ¿.

Ðåãóëèðóþùèé îðãàí, èìåþùèé èíôîðìàöèþ îá èçäåðæêàõ òèïîâ
ôèðì è î äîëå (÷àñòîòå) èõ â ýêîíîìèêå, íî íå èìåþùèé èíôîðìàöèè
î òèïå êîíêðåòíîé ôèðìû, íàçíà÷àåò ëèáî åäèíûé êîíòðàêò, ëèáî
ìåíþ êîíòðàêòîâ M = {(t, d), (t̄, d̄)}, ãäå t, t̄ � ðàçìåðû òðàíñôåðòîâ,
d, d̄ � äîïóñòèìûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ, èç êîòîðîãî ôèðìà âûáèðàåò
îïòèìàëüíûé äëÿ ñåáÿ êîíòðàêò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì, âî âòîðîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
èñïîëüçóåòñÿ ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì. Ýòî ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëî-
ãèÿ òåîðèè êîíòðàêòîâ.

Â ìîäåëè Ëàôôîíà ôèðìà òèïà θ ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìè÷åñêè ýôôåê-
òèâíîé è ïîëó÷àåò èíôîðìàöèîííóþ ðåíòó; ïðîèñõîæäåíèå ïîñëåä-
íåé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ôèðìà ìîæåò
¾ïðèòâîðèòüñÿ¿, ÷òî îòíîñèòñÿ ê äðóãîìó òèïó.

Ðàññìàòðèâàëîñü òðè òèïà ðåãóëÿòîðà, ðàçëè÷àþùèåñÿ öåëåâûìè
ôóíêöèÿìè: îáùåñòâåííûé ìàêñèìèçàòîð, íåçàèíòåðåñîâàííûå ñòî-
ðîíû è çàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû, ïðè÷åì íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì
ðåãóëÿòîðîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñíèæåíèÿ óðîâíåé çàãðÿçíåíèÿ îêàçà-
ëèñü çàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû.

Ìàòâååíêî [1] ïðåäëîæèë áîëåå îáùóþ ìîäåëü ñ ôóíêöèåé èçäåð-
æåê

C(θ, d) = κ(θ)− θd, (1.1)
ãäå κ(θ) > 0. Åñëè èìååòñÿ äâà òèïà ôèðì, θ < θ̄, òî ïîêàçàòåëåì îò-
íîñèòåëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì íàçâàòü âåëè÷èíó

K̃ =
κ(θ̄)− κ(θ)

∆θ
,

ãäå ∆θ = θ̄− θ. Âåëè÷èíà K̃ ìîæåò ñíèæàòüñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îòíî-
ñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ¾ãðÿçíîé¿ ôèðìû ìîæåò âîçðàñòàòü êàê
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà ∆θ, î ÷åì óæå ñêàçàíî âûøå,
òàê è çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ âåëè÷èíû κ(θ̄), êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê èíâåñòèöèè â êà÷åñòâî ïðîäóêòà, íàïðèìåð, çàòðàòû íà
ÍÈÎÊÐ è ìîäåðíèçàöèþ. Äîïóñêàþòñÿ îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ K̃.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíèÿõ K̃ ïîëó÷àòåëåì ðåíòû îêàçû-
âàåòñÿ ôèðìà òèïà θ̄, ò. å.¾ãðÿçíàÿ¿, à ïðè ¾âûñîêèõ¿ çíà÷åíèÿõ K̃ �
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ôèðìà òèïà θ, ò. å. ¾çåëåíàÿ¿. Ïðè ¾ïðîìåæóòî÷íûõ¿ çíà÷åíèÿõ K̃,
íè îäèí èç òèïîâ ôèðì íå ñïîñîáåí çàõâàòèòü ðåíòó. Ïîíÿòèÿ ¾ìà-
ëîãî¿ è ¾âûñîêîãî¿ K̃ óòî÷íÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðåãóëÿòîð
êàêîãî òèïà íàõîäèòñÿ ó âëàñòè è ôîðìèðóåò ìåíþ êîíòðàêòîâ.

Â õàðàêòåðíîì äëÿ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê ñëó-
÷àå, êîãäà îòíîñèòåëüíî âåëèêà äîëÿ (÷àñòîòà) ôèðì, ïîëó÷àþùèõ
âûãîäó îò çàãðÿçíåíèÿ, è ïîñëåäíèå îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíû (K̃
¾ìàëî¿), çàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû, íàõîäÿñü ó âëàñòè, äîïóñêàþò
÷ðåçâû÷àéíî âûñîêèé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ äëÿ ôèðì òèïà θ; áîëåå
òîãî, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íå ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì ñî ñâîáîäíûì
âûáîðîì èç ìåíþ êîíòðàêòîâ, à îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì � íàçíà-
÷åíèå åäèíîãî êîíòðàêòà. Ýòî îçíà÷àåò, çà ðàìêàìè ìîäåëè, áîëåå
âûñîêóþ ñòåïåíü âìåøàòåëüñòâà ãîñóäàðñòâà â ýêîíîìèêó è áîëåå
òåñíûå îòíîøåíèÿ ðåãóëÿòîðà è ôèðì, êîòîðûå ìîãóò âåñòè ê áîëåå
âûñîêîé ñòåïåíè êîððóïöèè. Âñå ýòî èìååò ìåñòî ïðè òåõ æå ¾ñòàí-
äàðòíûõ¿ èíñòèòóòàõ, êîòîðûå îòíîñèòåëüíî óñïåøíî ðåøàþò çàäà-
÷ó ýêîëîãè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ â ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàíàõ,
ãäå ýêîíîìè÷åñêèå óñëîâèÿ èíûå, K̃ ¾âûñîêî¿.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäåëè [1] è îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñó î òîì, êàêîé âèä ìåõàíèçìà, îáú-
åäèíÿþùèé èëè ðàçäåëÿþùèé, áóäåò âûáðàí ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëèòè-
÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ïðåä-
ïîëîæåíèå ìàëîãî ∆θ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñèòóàöèé:

(à) âèä ìåõàíèçìà îïðåäåëÿåò îáùåñòâî, òîãäà êàê ðåøåíèå â ðàì-
êàõ äàííîãî ìåõàíèçìà ïðèíèìàåò ðåãóëÿòîð, äðóãèìè ñëîâàìè, çà-
èíòåðåñîâàííûå èëè íåçàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû,

(á) êàê âèä ìåõàíèçìà, òàê è ðåøåíèå îá óðîâíÿõ çàãðÿçíåíèÿ
ïðèíèìàåò ðåãóëÿòîð.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ òè-
ïè÷íûìè äëÿ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê, à èìåííî, ¾ãðÿç-
íûå¿ ôèðìû îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíû, à äîëÿ èõ â ýêîíîìèêå âûñî-
êà, â áîëüøåé ñòåïåíè ñëåäóåò îæèäàòü íàçíà÷åíèÿ îáúåäèíÿþùåãî,
ò. å. íåðûíî÷íîãî, ìåõàíèçìà.

Â ðàçäåëå 2 äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè. Â ðàçäåëå 3 íàéäåíû ðàâíî-
âåñíûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ. Â ðàçäåëå 4 ïðîâî-
äèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ. Ðàç-



Ìåõàíèçìû ýêîëîãè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ 55

äåë 5 � çàêëþ÷åíèå.

2. Áàçîâàÿ ìîäåëü
Ïóñòü âûïîëíåíèå ïðîåêòà, èìåþùåãî îáùåñòâåííóþ öåííîñòü S,

îñóùåñòâëÿåò ôèðìà, êîòîðàÿ íåñåò ÷èñòûå èçäåðæêè (1.1), ãäå κ(.) >

0, d � óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ, ðàçðåøåííûé ôèðìå, θ � õàðàêòåðèñòè-
êà çàòðàò, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíîé èíôîðìàöèåé ôèðìû (òèï ôèðìû),
ïðè÷åì θ ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ: θ ñ âåðîÿòíîñòüþ ν è θ̄ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ (1− ν), è θ < θ̄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ÷èñòûé òðàíñôåðò, ïîëó÷àåìûé ôèðìîé. Ïðè
t > 0 ýòî äåéñòâèòåëüíî òðàíñôåðò ôèðìå, à ïðè t < 0 âåëè÷èíà (−t)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàëîã, âûïëà÷èâàåìûé ôèðìîé. Ðåíòà, ïîëó÷à-
åìàÿ ôèðìîé, ñîñòàâëÿåò

U = t− C(θ, d).

Ìû äîïóñêàåì âîçìîæíîñòü C(θ, d) < 0, ò. å. ïîëó÷åíèÿ ôèðìîé ÷è-
ñòîé ïðèáûëè (ìîæíî äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñòàÿ ïðèáûëü
âîçíèêàåò çà ñ÷åò ýêñïîðòíîé äåÿòåëüíîñòè, ò. å. íå ëîæèòñÿ íà ïëå÷è
ïîòðåáèòåëåé). ×òîáû ôèðìà âûïîëíèëà ïðîåêò, äîëæíî áûòü U ≥ 0.
(Â òåîðèè êîíòðàêòîâ òàêîå óñëîâèå èçâåñòíî êàê èíäèâèäóàëüíàÿ ðà-
öèîíàëüíîñòü, IR).

Ñîöèàëüíàÿ îöåíêà âðåäà çàãðÿçíåíèÿ ñîñòàâëÿåò V (d), ïðè÷åì
V ′(·) > 0, V ′′(·) > 0. Áëàãîñîñòîÿíèå ïîòðåáèòåëåé ðàâíî

S − V (d)− (1 + λ)t.

Â [4] ïàðàìåòð λ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáùåñòâåííûå èçäåðæêè íà
åäèíèöó òðàíñôåðòà. Ìû, äîïóñêàÿ è âîçìîæíîñòü íàëîãà íà ôèð-
ìû, òðàêòóåì 1+λ áîëåå øèðîêî, êàê êîýôôèöèåíò îòäà÷è, êîòîðûé
õàðàêòåðèçóåò âûãîäó èñïîëüçîâàíèÿ â äðóãèõ ïðîåêòàõ ñðåäñòâ, êî-
òîðûå îáùåñòâî òåðÿåò â ôîðìå òðàíñôåðòà èëè, íàîáîðîò, ïîëó÷àåò
â âèäå íàëîãà ñ ôèðì. Ñ÷èòàåì, ÷òî λ > 0 � ïîñòîÿííàÿ; ïåðåõîä ê
ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî λ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå èçìåíèò õàðàêòåð
ðåçóëüòàòîâ.

Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç áëàãîñîñòîÿíèÿ ïî-
òðåáèòåëåé è ðåíòû:

S − V (d)− (1 + λ)t + U = S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ)− θd)− λU.
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Ïðè ïîëíîé èíôîðìàöèè, ìàêñèìèçàöèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿ-
íèÿ ïðèâîäèò ê íóëåâîé ðåíòå, è äëÿ ôèðì òèïîâ θ è θ̄, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íàçíà÷àþòñÿ óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d∗, d̄∗ òàêèå, ÷òî

V ′(d∗) = (1 + λ)θ,

V ′(d̄∗) = (1 + λ)θ̄. (2.1)

Ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè, êîãäà òèï ôèðìû íå èçâåñòåí ðåãó-
ëÿòîðó, åñëè äåéñòâóåò ðàçäåëÿþùèé ðåãóëèðóþùèé ìåõàíèçì, ðåãó-
ëÿòîð ïðåäëàãàåò ôèðìå ìåíþ êîíòðàêòîâ

M = (t, d), (t̄, d̄),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñîâìåñòèìîñòè ñòèìóëîâ (incentive com-
patibility, IC), ñìûñë êîòîðûõ â òîì, ÷òî íè îäíîé ôèðìå ïðè âûáîðå
êîíòðàêòà íå âûãîäíî ¾ïðèòâîðÿòüñÿ¿ ôèðìîé äðóãîãî òèïà

t− C(θ, d) ≥ t̄− C(θ, d̄),

t̄− C(θ̄, d̄) ≥ t− C(θ̄, d),

à òàêæå óïîìèíàâøèìñÿ óæå óñëîâèÿì IR

t− C(θ, d) ≥ 0,

t̄− C(θ̄, d̄) ≥ 0.

Êðîìå òîãî, ìåíþ êîíòðàêòîâ M ìàêñèìèçèðóåò öåëåâóþ ôóíêöèþ
ðåãóëÿòîðà, â êîòîðóþ òðàíñôåðòû âõîäÿò ñî çíàêîì ìèíóñ, ò. å. ðå-
ãóëÿòîð, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ, çàèíòåðåñîâàí â ñîêðàùåíèè
òðàíñôåðòîâ. Â [1] äîêàçàíî, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì IC è IR
îïòèìàëüíûå ìåíþ êîíòðàêòîâ îáëàäàþò òàêèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëó÷åíèÿ ðåíòû ôèð-
ìîé òèïà θ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà K̃ > d̄ (ñëó÷àé ¾áîëü-
øîãî¿ K̃);

2) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëó÷åíèÿ ðåíòû ôèð-
ìîé òèïà θ̄ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà K̃ < d (ñëó÷àé ¾ìàëî-
ãî¿ K̃);

3) åñëè d ≤ K̃ ≤ d̄ (ñëó÷àé ¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ K̃), òî íè îäèí èç
òèïîâ ôèðì íå ìîæåò ïîëó÷èòü ðåíòû.
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Â ñëó÷àå ¾áîëüøîãî¿ K̃ ôèðìà òèïà θ̄ íå ïîëó÷àåò ðåíòû, à ðåíòà,
êîòîðóþ ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ , ðàâíà

U = t̄− C(θ, d̄) = ∆θ(K̃ − d̄).

Â ñëó÷àå ¾ìàëîãî¿ K̃ ôèðìà òèïà θ íå ïîëó÷àåò ðåíòû, à ôèðìà òèïà
θ̄ ïîëó÷àåò ðåíòó

Ū = t− C(θ̄, d) = ∆θ(d− K̃).

Òàêèì îáðàçîì, ðåíòà çàâèñèò îò óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ äðóãîãî (íå ïî-
ëó÷àþùåãî ðåíòó) òèïà ôèðì, íî çàâèñèìîñòü ïðè ¾áîëüøîì¿ K̃ �
îòðèöàòåëüíàÿ, à ïðè ¾ìàëîì¿ K̃ � ïîëîæèòåëüíàÿ. Ýòîò ôàêò, â îñ-
íîâíîì, è îïðåäåëÿåò ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â óðîâíÿõ çàãðÿçíåíèÿ,
êîòîðûå íàçíà÷àþò çàèíòåðåñîâàííûå ñòîðîíû, íàõîäÿñü ó âëàñòè,
ïðè ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó âëàñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ p íàõîäÿòñÿ çàèí-
òåðåñîâàííûå â ïîëó÷åíèè ðåíòû ñòîðîíû, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p

� íåçàèíòåðåñîâàííûå, è ÷òî âñåãäà ñòîðîíû, íàõîäÿùèåñÿ ó âëàñòè,
ïîëó÷àþò ÷àñòü α∗ > 1/2 áëàãîñîñòîÿíèÿ ïîòðåáèòåëåé. Àíàëîãè÷íîå
äîïóùåíèå â [4] ìîòèâèðóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî, â óñëîâèÿõ äå-
ìîêðàòèè, ê âëàñòè ïðèõîäèò áîëüøèíñòâî íàñåëåíèÿ, ïðè÷åì âñåãäà
áîëüøèíñòâî ñîñòàâëÿåò α∗. Ïðèìåíèòåëüíî ê òèïó ðåãóëÿòîðà ìû
ñîõðàíÿåì â ñòàòüå òåðìèíû [4]: íåçàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî
èëè áîëüøèíñòâî-1, êîãäà ðå÷ü èäåò î íåçàèíòåðåñîâàííûõ ñòîðîíàõ
ó âëàñòè, è çàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî èëè áîëüøèíñòâî-2, êî-
ãäà ðå÷ü èäåò î çàèíòåðåñîâàííûõ ñòîðîíàõ ó âëàñòè. Äëÿ íàñ ýòî
ëèøü íàèìåíîâàíèÿ òèïîâ ðåãóëÿòîðà.

3. Ðåøåíèå ðåãóëèðóþùåãî îðãàíà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû óêàçûâàåì ðàâíîâåñíûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ,

êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â ìåíþ êîíòðàêòîâ (â ñëó÷àå, êîãäà ðåãóëÿ-
òîð èñïîëüçóåò ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì) èëè íàçíà÷àþòñÿ îäíîçíà÷-
íî (åñëè ðåãóëÿòîð èñïîëüçóåò îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì). Çíàíèå ýòèõ
óðîâíåé çàãðÿçíåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íàì â ðàçäåëå 4 ïðè ñðàâíåíèè ðàç-
äåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ.
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3.1. Ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì
3.1.1. Ðåøåíèå ïðèíèìàåò íåçàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî

Ïóñòü ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ (ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃).
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-1 ïðèíèìàåò âèä

α∗E[S − V (d)− (1 + λ)t] = α∗[ν(S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ)−
−θd)) + (1− ν)(S − V (d̄)− (1 + λ)(−θ̄d̄ + κ(θ) + ∆θd))]. (3.1)

Ìàêñèìèçèðóÿ ýòó ôóíêöèþ, áîëüøèíñòâî-1 âêëþ÷àåò â ìåíþ
êîíòðàêòîâ óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ d

∗ è óðîâåíü d1, óäîâëåòâîðÿþùèé
óðàâíåíèþ

V ′(d1) = (1 + λ)θ − (1 + λ)
1− ν

ν
∆θ. (3.2)

Íàéäåííîå ìåíþ êîíòðàêòîâ äîïóñòèìî ëèøü ïðè K̃ < d̄1. Â ýòîì è
ñîñòîèò óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå â äàííîì ñëó÷àå ïîíÿòèå ¾ìàëîãî¿
K̃.

Ïóñòü ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ (ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿
K̃). Àíàëîãè÷íî, áîëüøèíñòâî-1 âêëþ÷àåò â ìåíþ óðîâíè çàãðÿçíå-
íèÿ d∗ è d̄1, ãäå

V ′(d̄1) = (1 + λ)θ̄ + (1 + λ)
ν

1− ν
∆θ. (3.3)

Äëÿ äîïóñòèìîñòè ìåíþ êîíòðàêòîâ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåí-
ñòâî K̃ > d̄1 (ýòî èäåíòèôèêàòîð ¾áîëüøîãî¿ K̃).

Â ñëó÷àå, êîãäà íè îäèí èç òèïîâ ôèðì íå ïîëó÷àåò ðåíòû
(ñëó÷àé ¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ K̃), ïðè d∗ ≤ K̃ ≤ d̄∗ îïòèìàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ ìåíþ êîíòðàêòîâ ñ óðîâíÿìè çàãðÿçíåíèÿ d∗, d̄∗. Ïðè d∗ ≤
K̃ ≤ d̄1 â ìåíþ êîíòðàêòîâ âîéäóò óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d = d∗, d̄ = K̃.
Ïðè d1 ≤ K̃ ≤ d∗ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d = K̃,
d̄ = d̄∗.
3.1.2. Ðåøåíèå ïðèíèìàåò çàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî

Åñëè ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ (ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃),
òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2 èìååò âèä

α∗ν[S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ − θd)) + (1− ν)(S − V (d̄)−
−(1 + λ)(κ(θ)− θ̄d̄)− (1 + λ− 1/α∗)(κ(θ)− κ(θ) + ∆θd))]. (3.4)
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Ìàêñèìèçàöèÿ äàåò óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ d
∗ è óðîâåíü d2, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé óðàâíåíèþ

V ′(d2) = (1 + λ)θ −
(

1 + λ− 1

α∗

)
1− ν

ν
∆θ. (3.5)

Òàêîå ìåíþ êîíòðàêòîâ äîïóñòèìî ëèøü ïðè K̃ < d2. Åùå îäíî óñëî-
âèå äîïóñòèìîñòè � ýòî îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû ìîäåëè

1 + λ >
1− ν

α∗

(ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî d2 < d
∗).

Åñëè ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ (ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿
K̃), òî, àíàëîãè÷íî, áîëüøèíñòâî-2 âûáèðàåò óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ d∗

è òàêîé óðîâåíü d2, ÷òî

V ′(d2) = (1 + λ)θ −
(

1 + λ− 1

α∗

)
ν

1− ν
∆θ. (3.6)

Äëÿ äîïóñòèìîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî K̃ >

d2. Êðîìå òîãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íà ïàðàìåòðû

1 + λ >
ν

α∗

(÷òî ðàâíîñèëüíî d∗ < d2).
Åñëè íè îäèí èç òèïîâ ôèðì íå ïîëó÷àåò ðåíòû (ñëó÷àé

¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ K̃), è

1 + λ >
1

α∗
,

òî ïðè d∗ ≤ K̃ ≤ d
∗ îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåíþ êîíòðàêòîâ ñ óðîâ-

íÿìè çàãðÿçíåíèÿ d∗, d
∗, ïðè d

∗
< K̃ ≤ d2, â ìåíþ êîíòðàêòîâ âîéäóò

óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d = d∗, d = K̃, à ïðè d2 ≤ K̃ < d∗ áóäóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d = K̃, d = d

∗.
Åñëè âåëè÷èíà 1 + λ− 1/α∗ îòðèöàòåëüíà, íî íå ñëèøêîì âåëèêà

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, òàê ÷òî

d∗ < d2 < d2 < d
∗
,
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òî ïðè d2 ≤ K̃ ≤ d2 ðåãóëÿòîð âêëþ÷àåò â ìåíþ êîíòðàêòîâ óðîâíè
çàãðÿçíåíèÿ d∗ è d

∗.

3.2. Îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (ñì. ðàçäåë 4), ðåãóëÿòîðó âûãîäíî

èñïîëüçîâàòü îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì âìåñòî ðàçäåëÿþùåãî ìåíþ
êîíòðàêòîâ. Ýòî ìîæåò ñëóæèòü îáúÿñíåíèåì ñðàâíèòåëüíî ìàëîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðûíî÷íûõ ìåõàíèçìîâ ðåãóëèðîâàíèÿ â ðàçâèâàþ-
ùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèêàõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîìûøëåííî ðàç-
âèòûìè ñòðàíàìè.

Ïðè îáúåäèíÿþùåì ðåãóëèðóþùåì ìåõàíèçìå, ðåãóëÿòîð ïðåä-
ëàãàåò ëèøü îäèí (îáùèé äëÿ âñåõ ôèðì) êîíòðàêò (t, d). Óñëîâèÿ
IC òåïåðü íå èìåþò ñìûñëà, íî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ IR è,
òàêèì îáðàçîì,

t = max{C(θ, d), C(θ, d)}.
Ðåíòó U = t − C(θ, d) ïîëó÷èò òîò òèï ôèðì, ó êîòîðîãî èçäåðæêè
ìåíüøå. Ïðè K̃ < d ðåíòó ïîëó÷èò ôèðìà òèïà θ, à ïðè K̃ > d �
ôèðìà òèïà θ, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåíòà ðàâíà |K̃− d|∆θ. Ðåíòà
îòñóòñòâóåò â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà K̃ = d.
3.2.1. Ðåøåíèå ïðèíèìàåò íåçàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî

Â ñëó÷àå ¾ìàëîãî¿ K̃, êîãäà ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà
θ, áîëüøèíñòâî-1 ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

α∗[S−V (d)−(1+λ)E(κ(θ)−θd)−(1−ν)(1+λ)(κ(θ)−κ(θ)+∆θd)], (3.7)

ðåøåíèåì ñëóæèò ds
1 = d∗. ¾Ìàëîñòü¿ K̃ ïîíèìàåòñÿ êàê K̃ < d∗.

Â ñëó÷àå ¾áîëüøîãî¿ K̃, êîãäà ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òè-
ïà θ, áîëüøèíñòâî-1 ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

α∗[S − V (d)− (1 + λ)E(κ(θ)− θd)− ν(1 + λ)(κ(θ)− κ(θ) + ∆θd)],

ðåøåíèåì ñëóæèò dh
1 = d

∗. ¾Áîëüøîå¿ K̃ îçíà÷àåò K̃ > d
∗.

3.2.2. Ðåøåíèå ïðèíèìàåò çàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî
Â ñëó÷àå ¾ìàëîãî¿ K̃, êîãäà ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà

θ, áîëüøèíñòâî-2 ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

α∗[S−V (d)−(1+λ)E(κ(θ)−θd)−(1−ν)

(
1+λ− 1

α∗

)
(κ(θ)−κ(θ)+∆θd)]

(3.8)
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è íàçíà÷àåò óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ ds
2 òàêîé, ÷òî

V ′(ds
2) = (1 + λ)[νθ + (1− ν)θ]− (1− ν)

(
1 + λ− 1

α∗

)
4θ =

= (1 + λ)θ +
1

α∗
(1− ν)4θ. (3.9)

¾Ìàëîå¿ K̃ îçíà÷àåò K̃ < ds
2.

Â ñëó÷àå ¾áîëüøîãî¿ K̃, êîãäà ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òè-
ïà θ, áîëüøèíñòâî-2 ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

α∗[S−V (d)−(1+λ)E(κ(θ)−θd)−ν

(
1 + λ− 1

α∗

)
(κ(θ)−κ(θ)−∆θd)],

è íàçíà÷àåò óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ dh
2 òàêîé, ÷òî

V ′(dh
2) = (1+λ)[νθ+(1−ν)θ]+ν

(
1 + λ− 1

α∗

)
4θ = (1+λ)θ− 1

α∗
ν4θ.

¾Áîëüøîå¿ K̃ îçíà÷àåò K̃ > dh
2 .

Â ñëó÷àå ¾ìàëîãî¿ K̃ íàèìåíüøèé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ íàçíà÷àåò
áîëüøèíñòâî-1, à íàèáîëüøèé � áîëüøèíñòâî-2. Ýòî ñðàâíåíèå êîð-
ðåêòíî ïðè K̃ < d∗. Â ýòîì ñëó÷àå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ïîä÷èíåíû
ñîîòíîøåíèþ

d∗ = ds
1 < ds

2.

Íàîáîðîò, â ñëó÷àå ¾áîëüøîãî¿ K̃ íàèìåíüøèé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ
íàçíà÷àåò áîëüøèíñòâî-2, à íàèáîëüøèé � áîëüøèíñòâî-1. Ýòî ñðàâ-
íåíèå êîððåêòíî ïðè K̃ > d

∗. Â ýòîì ñëó÷àå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ
ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèþ

dh
2 < dh

1 = d
∗
.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ V ′(·) äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, ìû äîëæ-
íû íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû
ìîäåëè:

(1 + λ)θ >
1

α∗
ν M θ,

θ >
1− ν

ν
M θ,
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(1 + λ)θ > (
1

α∗
− 1− λ)

ν

1− ν
M θ,

÷òî, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèé

νθ >M θ,

(1 + λ)θ >
1

α∗
ν M θ + (1 + λ)νθ.

3.2.3. Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà-2 â ñëó÷àå, òèïè÷íîì äëÿ ðàç-
âèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê

Äëÿ íàñ íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé

ν

α∗
< 1 + λ <

1− ν

α∗
, (3.10)

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîä-
íûõ ñòðàí, ãäå âåëèêà äîëÿ 1 − ν ôèðì òèïà θ è ìàëà äîëÿ ν ôèðì
òèïà θ â ýêîíîìèêå. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.10)
îçíà÷àåò äîïóñòèìîñòü ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà ïðè K̃ > d2 (ñì.
ðàçäåë 3.1.2). Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.10) îçíà÷àåò íàðóøåíèå
óñëîâèé äîïóñòèìîñòè ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà ïðè K̃ < d2. Âîç-
ìîæíûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d∗ < d2 < d
∗

< ds
2 < d2.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà âåñüìà óçêîì èíòåðâàëå d2 < K̃ < ds
2 óñëîâèÿ

äîïóñòèìîñòè ïîçâîëÿþò áîëüøèíñòâó-2 ïðèìåíèòü êàê îáúåäèíÿþ-
ùèé, òàê è ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì. Ýòîò ñëó÷àé îñîáåííî èíòåðåñåí
òåì, ÷òî ïðè äàííîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ðàçäåëÿþùèé ìåõà-
íèçì ïðèìåíÿåòñÿ ïî òèïó ¾áîëüøîãî¿ K̃, â òî âðåìÿ êàê îáúåäèíÿ-
þùèé ìåõàíèçì ïðèìåíÿåòñÿ ïî òèïó ¾ìàëîãî¿ K̃. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, îäíî è òî æå çíà÷åíèå K̃ äëÿ ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà ÿâëÿåòñÿ
¾áîëüøèì¿, à äëÿ îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìà � ¾ìàëûì¿. Áóäåò âû-
áðàí òîò ìåõàíèçì, ïðè êîòîðîì áîëüøå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè �
ýòî çàâèñèò, â ÷àñòíîñòè, îò âèäà ôóíêöèè V (·). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè V (d) = d2.

Íàñ èíòåðåñóåò, ñîîòâåòñòâóåò ëè èíòåðåñàì îáùåñòâà âûáîð òèïà
ìåõàíèçìà áîëüøèíñòâîì-2.
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Òåîðåìà 3.1. Åñëè K̃ áëèçêî ê ds
2 è K̃ < ds

2, òî, ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ν, áîëüøèíñòâî-2 âûáåðåò ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì è âêëþ-
÷èò â ìåíþ êîíòðàêòîâ óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d∗ è ds

2. Äàííûé âûáîð
ñîîòâåòñòâóåò èíòåðåñàì îáùåñòâà â öåëîì. Åñëè æå K̃ áëèçêî ê
d2 è K̃ > d2, òî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ν, áîëüøèíñòâî-2 âûáåðåò
îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì è íàçíà÷èò óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ d2. Äàí-
íûé âûáîð íå ñîîòâåòñòâóåò èíòåðåñàì îáùåñòâà â öåëîì. Ïðè
ýòîì óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè

d∗ < d2 < ds
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2 ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà â ñëó÷àå ¾áîëüøîãî¿ K̃ èìååò âèä

W sep
2 = α∗[ν(S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ − dθ)−

−
(

1 + λ− 1

α∗

)
(κ(θ)−κ(θ)−d∆θ))+(1−ν)(S−V (d)−(1+λ)(κ(θ)−dθ))],

à ïðè èñïîëüçîâàíèè îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìà â ñëó÷àå ¾ìàëîãî¿
K̃ � ñëåäóþùèé âèä

W un
2 = α∗[ν(S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ)− dθ))+

+(1−ν)(S−V (d)−(1+λ)(κ(θ)−dθ)−
(

1 + λ− 1

α∗

)
(d∆θ−κ(θ+κ(θ)))].

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå öåëåâûõ ôóíêöèé ïðè ν → 0.
Ñòðîãèå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ
è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ν. Ïîëó÷àåì

Lsep = lim
ν→0

W sep
2 = α∗[S − V (d2)− (1 + λ)(κ(θ)− d2θ)],

ãäå
d2 =

1

2
lim
ν→0

V ′(d2) =
1

2
(1 + λ)θ = d

∗
;

Lun = lim
ν→0

W un
2 = α∗[S − V (ds

2)− (1 + λ)(κ(θ)− ds
2θ)−

−
(

1 + λ− 1

α∗

)
(ds

2∆θ − κ(θ) + κ(θ))],

ãäå
ds

2 =
1

2
lim
ν→0

V ′(ds
2) =

1

2

[
(1 + λ)θ +

4θ

α∗

]
=

1

2
d∗ +

4θ

2α∗
.
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Ðàññìîòðèì äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ.
I ñëó÷àé. Ïóñòü K̃ < ds

2, íî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ds
2 äëÿ òîãî, ÷òîáû

ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â Lun. Òîãäà

Lsep − Lun = −α∗
(

1

2
(1 + λ)θ

)2

+ α∗
(

1

2
(1 + λ)θ +

1

2

4θ

α∗

)2

+

+α∗
1

2
(1 + λ)2θ

2 −−α∗
1

2
(1 + λ)2θθ − α∗(1 + λ)

θ4θ

2α∗
=

=
1

4
(4θ)2α∗

[
1

(α∗)2
− (1 + λ)2

]
> 0.

Åñëè ν ìàëî, à K̃ áëèçêî ê ds
2 è K̃ < ds

2, òî áîëüøèíñòâî-2 âûáèðàåò
ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãîñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíà

W sep =
W sep

2

α∗
+ ν

(
1− 1

α∗

)
(K̃ − d2)4θ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìà ¾ìàëîãî¿ K̃

W un =
W un

2

α∗
+ (1− ν)

(
1− 1

α∗

)
(ds

2 − K̃)4θ.

Òàêèì îáðàçîì, W sep > W un, ò. å. èíòåðåñû îáùåñòâà ñîâïàäàþò ñ
âûáîðîì çàèíòåðåñîâàííîãî áîëüøèíñòâà.

II ñëó÷àé. Ïóñòü K̃ > d2, íî K̃ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê d2 äëÿ òîãî,
÷òîáû îòëè÷èåì ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â Lun îò (ds

2 − d2)4θ ìîæíî
áûëî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà

ds
2 − K̃ → 1

2

[
1

α∗
− (1 + λ)

]
4θ

è ïîýòîìó

Lsep − Lun =
∆θ2

4α∗
[(α∗)2(1 + λ)2 + 1− 2α∗(1 + λ)−

−2(1 + λ)2(α∗)2 + 4(1 + λ)α∗ − 2] =

= −(4θ)2

4α∗
[(1 + λ)α∗ − 1]2 < 0.
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Áîëüøèíñòâî-2 âûáåðåò îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì, åñëè ν ìàëî, à K̃

áëèçêî ê d2 è K̃ > d2.
Ñðàâíèì ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ:

W sep −W un = − (4θ)2

4(α∗)2
[(1 + λ)α∗ − 1]2+

+
1

2

(
1

α∗
− 1

)[
1

α∗
− (1 + λ)

]
(∆θ)2 > 0.

Äëÿ îáùåñòâà áûë áû ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì. Óðîâ-
íè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d∗ = d2 < d2 < ds
2.

4. Ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ
ïðè ìàëîì 4θ

Òåïåðü èññëåäóåì ñèòóàöèþ, êîãäà: 1) 4θ ìàëî; 2) âûáîð âèäà ìå-
õàíèçìà (ðàçäåëÿþùèé èëè îáúåäèíÿþùèé) ïðîèçâîäèò ëèáî îáùå-
ñòâî, ëèáî ðåãóëÿòîð (áîëüøèíñòâî-1 èëè áîëüøèíñòâî-2); 3) â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âèäîì ìåõàíèçìà, ðåãóëÿòîð íàçíà÷àåò ìåíþ êîíòðàêòîâ
èëè åäèíûé êîíòðàêò.

Ìîæíî òðàêòîâàòü âåëè÷èíó4θ êàê ðåçóëüòàò îòêëîíåíèÿ îò òî÷-
êè θ̂ = θ = θ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû θ èëè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
âåëè÷èíû θ. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå θ̂ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d1 = d2 = ds
1 = ds

2 = d∗.

Áóäåì â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ κ(θ) äèôôåðåíöè-
ðóåìà, òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

K̃ ≈ κ′(θ̂).

Àíàëèç âèäîâ ìåõàíèçìà ïðîâîäèòñÿ äàëåå íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ
çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé, à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ, ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà îá îãèáàþùåé (íàïðèìåð, [6]).
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â òî÷êå θ̂ äëÿ ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿ-
þùåãî ìåõàíèçìîâ îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ñîâïàäàåò, åãî ïåð-
âûå ïðîèçâîäíûå (îíè ïðèâåäåíû íèæå) òàêæå ñîâïàäàþò.

4.1. Ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃ (ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ)

Ëåììà 4.1. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃ è ∆θ ìàëî,
ìåõàíèçì âûáèðàåò îáùåñòâî, à ðåãóëÿòîð îïðåäåëÿåò òîëüêî ìå-
íþ êîíòðàêòîâ, è

B = p(λ+2ν−1)(1+λ)+(1−p)

(
λ + 2ν − 1 +

1− ν

α∗

)(
1 + λ− 1− ν

α∗

)
.

Òîãäà:
1) ïðè B > 0 äëÿ îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäåëÿþùèé ìåõà-

íèçì,
2) ïðè B < 0 äëÿ îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìå-

õàíèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü î ∆θ êàê î ðåçóëüòàòå óìåíüøå-
íèÿ θ è ñðàâíèâàòü ìåõàíèçìû ïî âòîðûì ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè
îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ïî ïåðåìåííîé θ â òî÷êå θ̂. Ýòè ïðî-
èçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â ïï. I è II äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, à çàòåì â
ï. III äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäè-
íÿþùåãî ìåõàíèçìîâ.

I. Ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì.
I.i. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-1. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâíî

W (θ) =
W 1(θ)

α∗
+ (1− ν)(κ(θ)− κ(θ) +4θd1),

ãäå W 1(θ) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-1, îïèñûâàåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì (3.1), óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d1, d

∗ íàéäåíû â ï. 3.1.1. Ïðèìåíÿÿ
ê W 1(θ) òåîðåìó îá îãèáàþùåé, íàõîäèì

dW (θ)

dθ
= −(λ + ν)(κ′(θ)− d1) + (1− ν)4θ

dd1

dθ
.

Èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî
dd1

dθ
=

1 + λ

νV ′′(d1)
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è
d2d1

dθ2 = −(1 + λ)2V ′′′(d1)

ν2[V ′′(d1)]
3

.

Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ â òî÷êå
θ̂

d2W (θ)

dθ2 |θ=θ̂ = −(λ + ν)κ′′(θ̂) +
(λ + 2ν − 1)(1 + λ)

νV ′′(d∗)
.

I.ii. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-2. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ñîñòàâ-
ëÿåò

W (θ) =
W 2(θ)

α∗
+ (1− ν)

(
1− 1

α∗

)
(κ(θ)− κ(θ) +4θd2),

ãäå W 2(θ) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2, îïèñûâàåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì (3.4), d2, d

∗ � îïðåäåëÿåìûå áîëüøèíñòâîì-2 óðîâíè çàãðÿçíå-
íèÿ (îíè íàéäåíû â ï. 3.1.2). Ïðèìåíÿÿ ê W 2(θ) òåîðåìó îá îãèáàþ-
ùåé, íàõîäèì

dW (θ)

dθ
= −(λ + ν)(κ′(θ)− d2) + (1− ν)

(
1− 1

α∗

)
4θ

dd2

dθ
.

Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

dd2

dθ
=

1 + λ− (1− ν)/α∗

νV ′′(d2)

è
d2d2

dθ2 = − V ′′′(d2)

[V ′′(d2)]
3

(
1 + λ− (1− ν)/α∗

ν

)2

.

Â ðåçóëüòàòå, â òî÷êå θ̂,

d2W (θ)

dθ2 |θ=θ̂ = −(λ + ν)κ′′(θ̂)+

+

[
λ + ν − (1− ν)(1− 1

α∗
)

]
1 + λ− (1− ν)/α∗

νV ′′(d∗)
.

II. Îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.
II.i. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-1. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâíî

W (θ) =
W 1(θ)

α∗
+ (1− ν)(κ(θ)− κ(θ) +4θds

1),
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ãäå W 1(θ) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-1, îïèñûâàåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì (3.7). Óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ ds

1, êàê ïîêàçàíî â ï. 3.2.1, ðàâåí
d∗. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà, â òî÷êå θ̂,

d2W (θ)

dθ2 |θ=θ̂ = −(λ + ν)κ′′(θ̂) +
(λ + 2ν − 1)(1 + λ)

V ′′(d∗)
.

II.ii. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-2. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâ-
íî

W (θ) =
W 2(θ)

α∗
+ (1− ν)

(
1− 1

α∗

)
(κ(θ)− κ(θ) +4θds

2),

ãäå W 2(θ) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2, îïèñûâàåìàÿ ðàâåí-
ñòâîì (3.8). Óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ ds

2 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.9).
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà, â òî÷êå θ̂,

d2W (θ)

dθ2 |θ=θ̂ = −(λ + ν)κ′′(θ̂)+

+

[
λ + ν − (1− ν)

(
1− 1

α∗

)]
1 + λ− (1− ν)/α∗

V ′′(d∗)
.

III. Ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ â òî÷êå
θ̂.

Îæèäàåìîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé îáùåñòâåííîãî áëàãîñî-
ñòîÿíèÿ ïðè ðàçäåëÿþùåì ìåõàíèçìå ñîñòàâëÿåò

Dsep = −(λ + ν)κ′′(θ̂) +
B

2νV ′′(d∗)
,

à ïðè îáúåäèíÿþùåì ìåõàíèçìå

Dun = −(λ + ν)κ′′(θ̂) +
B

2V ′′(d∗)
.

Ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿ-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì âòîðîé ïðîèçâîäíîé
ïî θ . Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíàê ïðèðàùåíèÿ ∆θ (à îíî â äàííîì ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíîå) íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

W (θ) =
W ′′(θ̂)

2
(∆θ)2 + o((∆θ)2).

Åñëè B > 0, òî B/(V ′′(d̂)) < B/(νV ′′(d̂)) è ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäåëÿ-
þùèé ìåõàíèçì. Åñëè æå B < 0 , òî ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé
ìåõàíèçì.
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Äëÿ íàñ íàèáîëåå èíòåðåñåí òèïè÷íûé äëÿ ìíîãèõ ðàçâèâàþùèõ-
ñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê ñëó÷àé, êîãäà ó âëàñòè ñ áîëüøîé âåðîÿò-
íîñòüþ íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî-2, è âåëèêà ¾äîëÿ¿ ôèðì òèïà θ̄, ò.å.
p ìàëî, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.10).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃ è ∆θ ìàëî.
Â òèïè÷íûõ äëÿ ïåðåõîäíûõ è ðàçâèâàþùèõñÿ ýêîíîìèê óñëîâèÿõ,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ (3.10), åñëè p äîñòàòî÷íî ìàëî è âûáîð òèïà
ìåõàíèçìà ïðîèçâîäèò îáùåñòâî, òî áóäåò âûáðàí îáúåäèíÿþùèé
ìåõàíèçì. Åñëè ó âëàñòè íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî-2 è âûáèðàåò êàê
ìåõàíèçì, òàê è ìåíþ êîíòðàêòîâ, òî òàêæå áóäåò âûáðàí îáú-
åäèíÿþùèé ìåõàíèçì. Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d2 = ds
2 = d∗ < d

∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, çíàê âåëè÷èíû B îïðå-
äåëÿåòñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì, à îíî îòðèöàòåëüíî. Ïî ëåììå 4.1, äëÿ
îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.10) íàðóøåíî óñëîâèå äîïóñòèìîñòè
ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà, ïîýòîìó áîëüøèíñòâî-2 òàêæå âûáåðåò îáú-
åäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾ìàëîãî¿ K̃ è ∆θ ìàëî.
Â óñëîâèÿõ, êîãäà âåëèêà ¾äîëÿ¿ ôèðì òèïà θ̄ â ýêîíîìèêå (âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå (3.10)), è ó âëàñòè íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî-1, ýòîò
ðåãóëÿòîð âûáèðàåò ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì, òîãäà êàê äëÿ îáùå-
ñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d1 < ds
1 = d∗ < d̄∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ðàçäåëÿþùåãî ìåõàíèçìà, öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ áîëüøèíñòâà-1 W 1(θ) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.1), à óðîâåíü çà-
ãðÿçíåíèÿ d1 � ðàâåíñòâîì (3.2). Â ñëó÷àå îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèç-
ìà, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ W 1(θ) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3.7), óðîâåíü
çàãðÿçíåíèÿ ds

1 ðàâåí d∗ . Â òî÷êå θ̂ çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîâïàäà-
þò, óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñîâïàäàþò è ðàâíû d∗, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
ñîâïàäàþò è ðàâíû

−α∗(1 + λ)(κ′(θ)− d∗).
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Âòîðûå ïðîèçâîäíûå â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî

Dsep = α∗(1 + λ)

[
1 + λ

νV ′′(d∗)
− κ′′(θ̂)

]
,

Dun = α∗(1 + λ)

[
1 + λ

V ′′(d∗)
− κ′′(θ̂)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, áîëüøèíñòâî-1 âûáèðàåò ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì.
Óñëîâèå (3.10) âëå÷åò λ + 2ν − 1 < 0 è, êàê âèäíî èç ëåììû 4.1,
îáùåñòâî â öåëîì âûáðàëî áû îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

4.2. Cëó÷àé ¾áîëüøîãî¿ K̃ (ðåíòó ïîëó÷àåò ôèðìà òèïà θ)
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿ K̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òè-

ïè÷íûì äëÿ ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàí.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿ K̃ è ∆θ ìà-
ëî, ìåõàíèçì âûáèðàåò îáùåñòâî, à ðåãóëÿòîð îïðåäåëÿåò òîëüêî
ìåíþ êîíòðàêòîâ, è

C = p(1 + λ)(1 + λ− 2ν) + (1− p)
[
1 + λ +−2ν +

ν

α∗

] (
1 + λ− ν

α∗

)
.

Òîãäà:
1) ïðè C > 0 äëÿ îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäåëÿþùèé ìåõà-

íèçì,
2) ïðè C < 0 äëÿ îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìå-

õàíèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ¾áîëüøîì¿ K̃ óäîáíî, êàê ýòî ñäåëàíî â [4],
òðàêòîâàòü âåëè÷èíó ∆θ êàê ðåçóëüòàò óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èíû θ̄. Ñíà-
÷àëà â ïï. I è II äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ïî ïåðåìåí-
íîé θ̄ â òî÷êå θ̂, à çàòåì, â ï. III äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíèì íåïîñðåä-
ñòâåííî ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ.

I. Ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì.
I.i. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-1. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâíî

W (θ̄) =
W 1(θ̄)

α∗
+ ν(K̃ − d̄1)∆θ =

W 1(θ̄)

α∗
+ ν(κ(θ̄)− κ(θ)− d̄1∆θ),
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ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-1 W 1(θ̄) èìååò âèä

W 1(θ̄) = α∗E[S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ)− θd)− (1 + λ)U ].

Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d∗ è d̄1 îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíè-
ÿìè (2.1) è (3.3). Ïðèìåíÿÿ ê W 1(θ̄) òåðåìó îá îãèáàþùåé, íàõîäèì

dW 1(θ̄)

dθ̄
= α∗[−ν(1 + λ)(κ′(θ̄)− d̄1)− (1− ν)(1 + λ)(κ′(θ̄)− d̄1)]

= −α∗(1 + λ)(κ′(θ̄ − d̄1).

Èç (3.3) íàõîäèì
dd̄1

dθ̄
=

1 + λ

(1− ν)V ′′(d̄1)
,

d2d̄1

dθ̄2
= −V ′′′(d̄1)

V ′′(d̄2)

(
dd̄1

dθ̄

)2

= − (1 + λ)2V ′′′(d̄1)

(1− ν)2[V ′′(d̄1)]3
.

Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá îãèáàþùåé, ïîëó÷àåì
d2W 1(θ̄)

dθ̄2
= −α∗(1 + λ)

(
κ′′(θ̄)− dd̄1

dθ̄

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ èìååì
dW (θ̄)

dθ̄
= (ν− 1−λ)κ′′(θ̄)+

(1 + λ− 2ν)(1 + λ)

(1− ν)V ′′(d̄1)
+

µ(1 + λ)2V ′′′(d̄1)

(1− ν)2[V ′′(d̄1)]3
∆θ.

I.ii. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-2. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâíî

W (θ̄) =
W 2(θ̄)

α∗
+ ν

(
1− 1

α∗

)
(K̃ − d̄2)∆θ =

=
W 2(θ̄)

α∗
+ ν

(
1− 1

α∗

)
(κ(θ̄)− κ(θ)− d̄2∆θ),

ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2 W 2(θ̄) èìååò âèä

W 2(θ̄) = α∗E
[
S − V (d)− (1 + λ)(κ(θ)− θd)−

(
1 + λ− 1

α∗

)
U

]
.

Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d∗ è d̄2 îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñîîòíî-
øåíèÿìè (2.1) è (3.6). Ïðèìåíÿÿ ê W 2(θ̄) òåîðåìó îá îãèáàþùåé,
íàõîäèì

dW 2(θ̄)

dθ̄
= α∗

[
−(1 + λ)(κ′(θ̄)− d̄2) +

ν

α∗
(κ′(θ̄)− d̄2)

]
.
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Èç (3.6) íàõîäèì
dd̄2

dθ̄
=

1 + λ− ν/α∗

(1− ν)V ′′′(d̄2)
,

d2d̄2

dθ̄2
= −(1 + λ− ν/α∗)2 V ′′′(d̄2)

(1− ν)[V ′′(d̄2)]3
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

d2W 2(θ̄)

dθ̄2
= α∗

[( ν

α∗
− (1 + λ)

)
κ′′(θ̄) +

(ν/α∗ − (1 + λ))2

(1− ν)V ′′(d̄2)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ èìååì

d2W (θ̄)

dθ̄2
=

= (ν − 1− λ)κ′′(θ̄) +
(
1 + λ− 2ν +

ν

α∗

) 1 + λ− ν/α∗

(1− ν)V ′′(d̄2)
+

+ν

(
1− 1

α∗

)
(1 + λ− ν/α∗)2V ′′′(d̄2)

(1− ν)2[V ′′(d̄2)]3
∆θ.

II. Îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.
II.i. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-1. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâíî

W (θ̄) =
W 1(θ̄)

α∗
+ ν(κ(θ̄)− κ(θ)− dh

1∆θ),

ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-1 W 1(θ̄) èìååò âèä

W 1(θ̄) = α∗[S − V (dh
1)− (1 + λ)(ν(κ(θ)− θdh

1) + (1− ν)(κ(θ̄)− θ̄dh
1))−

−ν(1 + λ)(κ(θ̄)− κ(θ)− dh
1∆θ)].

Óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ dh
1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

V ′(dh
1) = (1 + λ)(νθ + (1− ν)θ̄) + ν(1 + λ)∆θ = (1 + λ)θ̄. (4.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, dh
1 = d̄∗. Ïðèìåíÿÿ ê W 1(θ̄) òåîðåìó îá îãèáàþùåé,

íàõîäèì

dW 1(θ̄)

dθ̄
= α∗[−(1 + λ)(1− ν)(κ′(θ̄)− dh

1)− (1 + λ)ν(κ′(θ̄)− dh
1)] =
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= −α∗(1 + λ)(κ′(θ̄)− dh
1).

Èç (4.1) ïîëó÷àåì
ddh

1

dθ̄
=

1 + λ

V ′′(dh
1)

,

d2dh
1

dθ̄2
= −V ′′′(dh

1)

V ′′(dh
1)

(
ddh

1

dθ̄

)2

= −(1 + λ)2V ′′′(dh
1)

[V ′′(dh
1)]

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d2W 1(θ̄)

dθ̄2
= −α∗(1+λ)

(
κ′′(θ̄)− ddh

1

dθ̄

)
= −α∗(1+λ)

(
κ′′(θ̄)− 1 + λ

V ′′(dh
1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ

dW (θ̄)

dθ̄
= −(1 + λ)(κ′(θ̄)− dh

1) + ν(κ′(θ̄)− dh
1)− ν

ddh
1

dθ̄
∆θ,

d2W (θ̄)

dθ̄2
= (ν− 1−λ)κ′′(θ̄) + (1 + λ− 2ν)

1 + λ

V ′′(dh
1)

+ ν
(1 + λ)2V ′′′(dh

1)

[V ′′(dh
1)]

3
∆θ.

II.ii. Ó âëàñòè áîëüøèíñòâî-2. Îáùåñòâåííîå áëàãîñîñòîÿíèå ðàâ-
íî

W (θ̄) =
W 2(θ̄)

α∗
+ ν

(
1− 1

α∗

)
(κ(θ̄)− κ(θ)− dh

2∆θ),

ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøèíñòâà-2

W 2(θ̄) = α∗[S − V (dh
2)− (1 + λ)(ν(κ(θ)− θdh

2) + (1− ν)(κ(θ̄)− θ̄dh
2))−

−ν

(
1 + λ− 1

α∗

)
(κ(θ̄)− κ(θ)− dh

2∆θ)].

Óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ dh
2 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

V ′(dh
2) = (1+λ)(νθ+(1−ν)θ̄)+ν

(
1 + λ− 1

α∗

)
∆θ = (1+λ)θ̄− ν

α∗
∆θ.

(4.2)
Ïðèìåíÿÿ ê W 2(θ̄) òåîðåìó îá îãèáàþùåé, íàõîäèì

dW 2(θ̄)

dθ̄
= α∗

[
−(1 + λ)(κ′(θ̄)− dh

2) +
ν

α∗
(κ′(θ̄)− dh

2)
]
.

Èç (4.2) ïîëó÷àåì
ddh

2

dθ̄
=

1 + λ− ν/α∗

V ′′(dh
2)

,
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d2dh
2

dθ̄2
= −(1 + λ− ν/α∗)2V ′′′(dh

2)

(1− ν)[V ′′(dh
2)]

3
.

Îòñþäà

d2W 2(θ̄)

dθ̄2
= α∗

[( ν

α∗
− (1 + λ)

)
κ′′(θ̄) +

(ν/α∗ − (1 + λ))2

V ′′(dh
2)

]
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ èìååì

d2W (θ̄)

dθ̄2
= (ν − 1− λ)κ′′(θ̄) +

(
1 + λ− 2ν +

ν

α∗

) 1 + λ− ν/α∗

V ′′(dh
2)

+

+ν

(
1− 1

α∗

)
(1 + λ− ν/α∗)2V ′′′(dh

2)

[V ′′(dh
2)]

3
∆θ.

III. Ñðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ â òî÷-
êå θ̂.

Â òî÷êå θ̂ (êîãäà ∆θ=0) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãî-
ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ ñîâïàäà-
þò, óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d̄2 è dh

2 ñîâïàäàþò è ðàâíû d∗, ïåðâûå ïðîèç-
âîäíûå òàêæå ñîâïàäàþò. Îæèäàåìîå çíà÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé
îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçäåëÿþùåãî ìå-
õàíèçìà ðàâíî

Dsep = (ν − 1− λ)κ′′(θ̂) +
C

(1− ν)V ′′(d∗)
,

à ïðè îáúåäèíÿþùåì ìåõàíèçìå:

Dun = (ν − 1− λ)κ′′(θ̄) + p(1 + λ− 2ν)(1 + λ)
1

V ′′(d∗)
+

+(1− p)

[
λ + 1− ν − ν

(
1− 1

α∗

)] (
1 + λ− ν

α∗

) 1

V ′′(d∗)
=

= (ν − 1− λ)κ′′(θ̂) +
C

V ′′(d∗)
.

Åñëè C > 0, òî C/V ′′(d∗) < C/(1 − ν)V ′′(d∗) è ïðåäïî÷òèòåëåí
ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì. Åñëè æå C < 0 , òî ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäè-
íÿþùèé ìåõàíèçì.
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Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿ K̃ è ∆θ ìàëî.
1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ðàçäåëÿþùåãî ìå-

õàíèçìà ν/α∗ < 1 + λ (¾äîëÿ¿ ôèðì òèïà θ äîñòàòî÷íî âåëèêà).
Òîãäà:
(i) Åñëè âûáîð ìåõàíèçìà îïðåäåëÿåò îáùåñòâî è p äîñòàòî÷íî

ìàëî, òî áóäåò âûáðàí ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì;
(ii) Åñëè ó âëàñòè íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî-2, êîòîðîå âûáèðàåò

êàê ìåõàíèçì, òàê è ìåíþ êîíòðàêòîâ, òî áóäåò âûáðàí ðàçäåëÿ-
þùèé ìåõàíèçì.

2. Åñëè æå ν/α∗ > 1 + λ , òî âîçìîæåí òîëüêî îáúåäèíÿþùèé
ìåõàíèçì.

Ïðè ýòîì óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d∗ < dh
2 < d̄2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

λ + 1− ν − ν

(
1− 1

α∗

)
> λ + 1− ν > 0,

òàê ÷òî çíàê C ïðè ìàëîì p îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì 1 + λ− ν/α∗. Åñëè
1 + λ > ν/α∗, òî C > 0, òîãäà äëÿ îáùåñòâà ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäå-
ëÿþùèé ìåõàíèçì. Åñëè æå 1 + λ < ν/α∗, òî C < 0 è äëÿ îáùåñòâà
ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

Â òî÷êå θ̂ (ãäå ∆θ = 0) çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè áîëüøèíñòâà-2
äëÿ ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ ñîâïàäàþò, óðîâ-
íè çàãðÿçíåíèÿ d̄2 è dh

2 ñîâïàäàþò è ðàâíû d∗, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
òàêæå ñîâïàäàþò. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî

Dsep = α∗
[( ν

α∗
− (1 + λ)

)
κ′′(θ̄) +

(ν/α∗ − (1 + λ))2

(1− ν)V ′′(d∗)

]
=

= (ν − α∗(1 + λ))κ′′(θ̂) +
α∗V ′′(d∗)G2

1− ν
è

Dun = (ν − α∗(1 + λ))κ′′(θ̂) + α∗V ′′(d∗)G2,

ãäå
G =

ν/α∗ − (1 + λ)

V ′′(d∗)
.
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Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè ν/α∗

è 1 + λ, äëÿ áîëüøèíñòâà-2 áûë áû ïðåäïî÷òèòåëåí ðàçäåëÿþùèé
ìåõàíèçì.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé ¾áîëüøîãî¿ K̃ è ∆θ ìà-
ëî. Åñëè ó âëàñòè íàõîäèòñÿ áîëüøèíñòâî-1, êîòîðîå âûáèðàåò è
ìåõàíèçì è ìåíþ êîíòðàêòîâ, òî ýòîò ðåãóëÿòîð âûáèðàåò ðàçäå-
ëÿþùèé ìåõàíèçì, ÷òî ñîâïàäàåò ñ èíòåðåñàìè îáùåñòâà òîëüêî
åñëè 1 + λ − 2ν > 0. Åñëè æå 1 + λ − 2ν < 0, òî äëÿ îáùåñòâà
ïðåäïî÷òèòåëåí îáúåäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

Óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d∗ < dh
1 = d1 = d

∗
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òî÷êå θ̂ (∆θ = 0) çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
áîëüøèíñòâà-1 äëÿ ðàçäåëÿþùåãî è îáúåäèíÿþùåãî ìåõàíèçìîâ ñîâ-
ïàäàþò, óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ d̄1 è dh

1 ñîâïàäàþò è ðàâíû d∗, ïåðâûå
ïðîèçâîäíûå òàêæå ñîâïàäàþò. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå â ýòèõ äâóõ ñëó-
÷àÿõ ðàâíû

Dsep = −α∗(1 + λ)

(
κ′′(θ̂)− 1 + λ

(1− ν)V ′′(d∗)

)

è
Dun = −α∗(1 + λ)

(
κ′′(θ̂)− 1 + λ

V ′′(d∗)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, áîëüøèíñòâî-1 âûáèðàåò ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì. Eñ-
ëè 1 + λ − 2ν > 0, òî, êàê âèäíî èç ëåììû 4.2, è îáùåñòâî â öåëîì
âûáðàëî áû ðàçäåëÿþùèé ìåõàíèçì, à åñëè 1 + λ − 2ν < 0, òî îáú-
åäèíÿþùèé ìåõàíèçì.

4.3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â òàáë. 1 è 2.
Òàáë. 1 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òèïè÷íûì

äëÿ ìíîãèõ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê: îòíîñèòåëüíî
ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ ¾ãðÿçíûå¿ ôèðìû, à èõ äîëÿ â ýêîíîìèêå
1−ν îòíîñèòåëüíî âåëèêà. Ïðè ýòîì äîïóñòèìûå óðîâíè çàãðÿçíåíèÿ
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d1 < d∗ < d̄∗ < ds
2,
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Òàáëèöà 1. Âûáîð âèäà ìåõàíèçìà è óðîâíåé çàãðÿçíåíèÿ ïðè
¾ìàëîì¿ K̃ è ïðè ìàëîì ν (ïðè ν < 1− (1 + λ)α∗)

Êòî íàçíà÷àåò Êòî íàçíà÷àåò Äîïóñòèìûå
óðîâíè

Êàêîé ìåõà-
íèçì

ìåõàíèçì ìåíþ êîíòðàê-
òîâ

çàãðÿçíåíèÿ âûáðàí

Îáùåñòâî Áîëüøèíñòâî-1 d∗ Îáúåäèíÿþùèé
Áîëüøèíñòâî-2 ds

2

Áîëüøèíñòâî-2 Áîëüøèíñòâî-2 ds
2

Áîëüøèíñòâî-1 Áîëüøèíñòâî-1 d1 è d
∗ Ðàçäåëÿþùèé

Òàáë. 2 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, òèïè÷íîìó äëÿ ïðîìûøëåííî ðàçâè-
òûõ ñòðàí, êîãäà îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíû ¾çåëåíûå¿ ôèðìû. Â
ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äîïóñòè-
ìûìè óðîâíÿìè çàãðÿçíåíèÿ:

Åñëè ν > (1 + λ)α∗, òî dh
2 < d∗ < d̄∗ < d̄1.

Åñëè ν < (1 + λ)α∗ < 1 , òî d∗ < dh
2 < d̄2 < d̄∗ < d̄1.

Åñëè ν < 1 < (1 + λ)α∗ , òî d∗ < dh
2 < d̄∗ < d̄2 < d̄1.

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â òàáë. 2, äîëÿ ¾çå-
ëåíûõ¿ ôèðì ν èëè ìîæåò áûòü âûøå, èëè çàâåäîìî âûøå, ÷åì â
ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â òàáë. 1. Ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë.
1 è òàáë. 2, íà íàø âçãëÿä, âïîëíå îòâå÷àþò ýêîíîìè÷åñêèì óñëîâè-
ÿì, â ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèêàõ è â ïðîìûøëåííî
ðàçâèòûõ ñòðàíàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè òàáëèö, âèäèì, ÷òî ñëåäóåò â áîëüøåé
ñòåïåíè îæèäàòü ïðèìåíåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî (ðûíî÷íîãî) ìåõàíèçìà
â ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàíàõ, ÷åì â ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîä-
íûõ ýêîíîìèêàõ.

Â ñëó÷àå, òèïè÷íîì äëÿ ðàçâèâàþùèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ýêîíîìèê
(òàáë. 1), íàèáîëüøèé óðîâåíü çàãðÿçíåíèÿ ds

2 ¾çåëåíûõ¿ ôèðì äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè îáúåäèíÿþùåì ìåõàíèçìå, êîãäà ìåíþ êîíòðàêòîâ íà-
çíà÷àåò çàèíòåðåñîâàííîå áîëüøèíñòâî.

Íàîáîðîò, â ñëó÷àå, òèïè÷íîì äëÿ ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðàí
(òàáë. 2), áîëüøèíñòâî-2 îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ýêîëî-
ãè÷åñêèì ðåãóëÿòîðîì.

Òàáë. 2, îäíàêî, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü è äðóãîé âûâîä: ïî ìåðå ðîñòà
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Òàáëèöà 2. Âûáîð âèäà ìåõàíèçìà è óðîâíåé çàãðÿçíåíèÿ ïðè
¾áîëüøîì¿ K̃

Êòî íàçíà÷àåò Êòî íàçíà÷àåò Äîïóñòèìûå
óðîâíè

Êàêîé ìåõà-
íèçì

ìåõàíèçì ìåíþ êîíòðàê-
òîâ

çàãðÿçíåíèÿ âûáðàí

Îáùåñòâî Áîëüøèíñòâî-1 d
∗, åñëè ν > 1+λ

2 Îáúåäèíÿþùèé
d∗ è d1, åñëè ν <
1+λ

2

Ðàçäåëÿþùèé

Îáùåñòâî èëè Áîëüøèíñòâî-2 dh
2 , åñëè ν > (1 +

λ)α∗
Îáúåäèíÿþùèé

Áîëüøèíñòâî-2
d∗ è d2, åñëè ν <

(1 + λ)α∗
Ðàçäåëÿþùèé

Áîëüøèíñòâî-1 Áîëüøèíñòâî-1 d∗ è d1 Ðàçäåëÿþùèé

äîëè ¾çåëåíûõ¿ ôèðì â ýêîíîìèêå, â ïðîìûøëåííî ðàçâèòûõ ñòðà-
íàõ ìîæíî îæèäàòü áîëüøåé ñòåïåíè ïðèìåíåíèÿ îáúåäèíÿþùåãî
ìåõàíèçìà.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ñòàòüå íà îñíîâå òåîðèè êîíòðàêòîâ èçó÷àåòñÿ ðàáîòà

ìåõàíèçìà ýêîëîãè÷åñêîé ïîëèòèêè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ, âêëþ-
÷àþùèõ êàê ýêîíîìè÷åñêóþ êîìïîíåíòó (ýêîíîìè÷åñêàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü ôèðì ðàçíîãî òèïà è èõ ¾äîëÿ¿ (÷àñòîòà) â ýêîíîìèêå), òàê
è ïîëèòè÷åñêóþ êîìïîíåíòó (êòî èìåííî � îáùåñòâî èëè ðåãóëÿòîð
� ïðèíèìàåò ðåøåíèå î âûáîðå ðàçíîâèäíîñòè ìåõàíèçìà � îáúåäè-
íÿþùåãî èëè ðàçäåëÿþùåãî, êòî íàõîäèòñÿ ó âëàñòè è ïðèíèìàåò
ðåøåíèå î äîïóñòèìûõ óðîâíÿõ çàãðÿçíåíèÿ). Àíàëèç ïîêàçûâàåò,
÷òî ïðè îäíîì è òîì æå ¾ðàìî÷íîì¿ ìåõàíèçìå åãî ðàçíîâèäíîñòü
è ðåçóëüòèðóþùàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ïîëèòèêà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò
ýòèõ óñëîâèé.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíåííóþ òî÷êó çðåíèÿ î âîçìîæíîñòè àäåêâàòíîãî ïåðåíîñà â
ïðîèçâîëüíî âçÿòóþ ïåðåõîäíóþ èëè ðàçâèâàþùóþñÿ ýêîíîìèêó èí-
ñòèòóòîâ, êîòîðûå çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ýôôåêòèâíûìè â òîé èëè
èíîé ïðîìûøëåííî ðàçâèòîé ñòðàíå.
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SEPARATING AND POOLING STIMULATING
MECHANISMS OF ECOLOGICAL REGULATION (CASES
OF INDUSTRIAL AND DEVELOPING COUNTRIES)

Vladimir D. Matveenko, Institute for Economics and Mathematics
RAS, St. Petersburg, Dr.Sc., professor (matveenko@emi.nw.ru).
Alexei V. Korolev, National Research University Higher School of
Economics, Cand.Sc., associate professor (danitschi@mail.ru)

Abstract : A contract theory model is studied in which objective functions
of a regulator and of two types of �rms include ecological variables.
It is shown that the choice of a way of functioning of the regulating
mechanism (separating or pooling) depends both on political conditions
(what kind of regulator de�nes the mechanism and the contracts) and
on economic conditions: a di�erence between �dirty� and �green� �rms in
their e�ciency and a degree of their prevalence in the economy. Under
a small di�erence in values of parameter characterizing the types of
�rms it is shown that if, what seems to be typical for many developing
and transition economies, the use of �dirty� technologies increases the
rentability of the �rms and the fraction of �dirty� �rms in the economy is
high then the pooling (non-market, in some sense) mechanism is chosen
more often. Under conditions which seem to be typical for industrial
countries, where �green� �rms are relatively e�cient, a separating (more
market) mechanism can be expected more often.

Keywords : equilibrium, pollution level, ecological regulation, menu of
contracts, pooling mechanism, separating mechanism.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Òåîðèÿ Èãð è å�å Ïðèëîæåíèÿ, ò.3, â.2, ñ. 81�101

ÓÄÊ 519.83
ÁÁÊ 22.18

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÀß
ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ Â

ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÛÕ ÈÃÐÀÕ Ñ
ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

ÈÃÐÎÊÎÂ
Íèêîëàé Ì. Ñëîáîæàíèí

Ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè −
ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 35

e-mail: nickmsl@mail.ru

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîøàãîâûå èãðû ñ ðàçäåëåí-
íûìè äèíàìèêàìè. Îñíîâîé ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâåðíóòîé ôîð-
ìû äèíàìè÷åñêîé èãðû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå åå èíôîðìàöè-
îííîé ñòðóêòóðû. Äæ. ôîí Íåéìàí, Ã. Îóýí, Ã. Êóí è äðóãèå
â ñâîèõ ïîñòðîåíèÿõ ìîäåëèðîâàëè èíôîðìàöèþ ïîñðåäñòâîì
èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ. Ýòî áåññïîðíî ñòðîãèé ïîäõîä, íî
îí îáëàäàåò î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì � ÷ðåçìåðíîé îáùíîñòüþ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ìîäåëèðóåòñÿ
ïîñðåäñòâîì èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé èãðîêîâ. Î÷å-
âèäíî íå âñÿêèé íàáîð, óïîðÿäî÷åííûé ïî èãðîêàì, èíôîð-
ìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò àäåêâàòíîìó îïè-
ñàíèþ äèíàìèêè èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû ïðîöåññîâ. Óïî-
ìÿíóòàÿ àäåêâàòíîñòü â ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèåì èíôîð-
ìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíôîðìàöè-
îííûõ âåêòîð-ôóíêöèé.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîøàãîâàÿ èãðà, ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà èãðû, èí-
ôîðìàöèîííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðåøèìîñòü óïî-
ðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé.

1. Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

ó÷àñòíèêîâ. Â äàëüíåéøåì ÷àñòî â èíòåðïðåòàöèÿõ ïðèíÿòèå ðåøå-
íèÿ áóäåì íàçûâàòü ñîâåðøåíèåì õîäà ó÷àñòíèêîì ïðîöåññà � èã-
ðîêîì. Â äàííîì ðàçäåëå äåëàåòñÿ ïîïûòêà àäåêâàòíîãî îïðåäåëå-
íèÿ (ìîäåëèðîâàíèÿ) äèíàìèêè ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè â ïðîöåñ-
ñå (êîíôëèêòíîì èëè áåñêîíôëèêòíîì) åãî ó÷àñòíèêàì ñ ïîìîùüþ
èíôîðìàöèîííûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî â [2].
Ðàíåå èíôîðìàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåññà ìîäåëèðîâàëàñü ñ ïîìî-
ùüþ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé íà èíôîðìàöèîííûå
ìíîæåñòâà èãðîêîâ èëè ñ ïîìîùüþ ïîñòîÿííîé çàäåðæêè èíôîðìà-
öèè äëÿ èãð äâóõ ó÷àñòíèêîâ [1,3-5]. Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ
è ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîëíîñòüþ îòíîñÿòñÿ è ê áåñêîíôëèêò-
íîìó ïðîöåññó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (êîãäà âñå èãðîêè ñòðåìÿòñÿ îïòè-
ìèçèðîâàòü îäíó ôóíêöèþ).

Ïîïûòàåìñÿ îáðèñîâàòü ñóòü ïðîáëåìû. Êàê ïðàâèëî, âñÿêèé ðå-
àëüíûé ïðîöåññ ñ íåñêîëüêèìè èãðîêàìè, â êîòîðîì êàæäûé ïðè-
íèìàåò êàêîå-òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé (õîäîâ), ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ
íåïîëíîé èíôîðìàöèåé. ×àñòíûì ñëó÷àåì íåïîëíîòû èíôîðìàöèè
ÿâëÿåòñÿ åå çàäåðæêà. Êîãäà ìû ãîâîðèì î çàäåðæêå èëè çàïàçäû-
âàíèè ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè, ìû îáû÷íî èìååì â âèäó ïîëîæè-
òåëüíóþ çàäåðæêó. Äîïóñòèì åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ,
ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå îòðèöàòåëüíóþ çàäåðæêó. Íàïðèìåð, ïðè èãðå
â øàõìàòû áåëûå îòíîñèòåëüíî ñâîåãî íîìåðà õîäà èìåþò íóëåâóþ
çàäåðæêó èíôîðìàöèè î ÷åðíûõ. Çàäåðæêà æå èíôîðìàöèè ÷åðíûõ
î áåëûõ â òàêîì ñëó÷àå ðàâíà (−1) (åùå òîëüêî ñîáèðàÿñü ñäåëàòü
ñâîé ïåðâûé õîä, ÷åðíûå òî÷íî çíàþò ïåðâûé õîä áåëûõ). Â äàííîì
ïðèìåðå îòðèöàòåëüíàÿ çàäåðæêà äèêòóåòñÿ ïðàâèëàìè, çàêîíîìåð-
íîñòüþ. Àïðèîðíîå çíàíèå (îòðèöàòåëüíàÿ çàäåðæêà) î áóäóùèõ õî-
äàõ ñâîèõ ïðîòèâíèêîâ ó èãðîêà ìîæåò âîçíèêàòü òàêæå òîãäà, êîãäà
îí îáëàäàåò áîëåå òî÷íûì ïðîãíîçîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ òðåìÿ èã-
ðîêàìè: 1, 2, 3. Ïðàâèëà ïðîöåññà ñëåäóþùèå. Èãðîêè ïîî÷åðåäíî �
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ñíà÷àëà èãðîê 1, çàòåì èãðîê 2, çàòåì èãðîê 3 � äåëàþò õîäû. Ñäå-
ëàâ õîä, èãðîê ñðàçó æå ñîîáùàåò åãî îñòàëüíûì. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî ïîñëå (k−1)-ãî õîäà, ñîáèðàÿñü ñäåëàòü õîä ñ íîìåðîì k, èãðîê 1

çíàåò ñâîè k−1 õîäîâ, k−1 õîäîâ èãðîêà 2 è k−1 õîäîâ èãðîêà 3. Çà-
ïèøåì êîëè÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î õîäàõ (íå ñàìè õîäû!) â âèäå
âåêòîðà l1(k−1) = (k−1, k−1, k−1), ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà
ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìàöèè î õîäàõ ïåðâîãî èãðîêà,
âòîðàÿ � î õîäàõ âòîðîãî, òðåòüÿ � î õîäàõ òðåòüåãî. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ïåðâûé èãðîê íå ïðîñòî çíàåò î (k−1)-ì õîäå êàæäîãî èãðîêà, íî
è òî, ÷òî ïðàâèëàìè ïðîöåññà ïðåäóñìîòðåíà íåîáõîäèìîñòü òàêîãî
çíàíèÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ k-ãî õîäà. Èãðîê 1 íå ñäåëàåò k-é õîä, ïîêà
íå ïîëó÷èò ïðè÷èòàþùóþñÿ åìó èíôîðìàöèþ. (Áóêâà l â îáîçíà÷å-
íèè l1(k − 1) â äàíü èñòîðèè ïðîáëåìû âçÿòà îò àíãëèéñêîãî ñëîâà
lag (çàäåðæêà), õîòÿ ïî ñóòè, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, âåêòîð l1(k − 1)

� ýòî êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 1 î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, 3.)
Â êîíòåêñòå ñî ñêàçàííûì êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 2

î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, 3, íåîáõîäèìàÿ åìó, ÷òîáû ñäåëàòü k-é õîä, ðàâíà
l2(k − 1) = (k, k − 1, k − 1), ãäå îïÿòü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà �
êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ èãðîêà 2 î õîäàõ ïåðâîãî, âòîðàÿ � î
õîäàõ âòîðîãî èãðîêà, òðåòüÿ � î õîäàõ òðåòüåãî. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî l3(k − 1) = (k, k, k − 1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èãðîêà 3 â äàííîì
ñëó÷àå çàäåðæêà èíôîðìàöèè î õîäàõ èãðîêîâ 1 è 2 ðàâíà (k−1)−k =

−1.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü èíîé ïðîöåññ òðåõ èãðîêîâ ñ ïîëíîé èíôîð-

ìàöèåé: ñ äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ õîäîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
l1(2) = (2, 3, 4). Òàêîìó èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó ìîã ñîîòâåòñòâî-
âàòü ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñî ñëåäóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ õîäîâ: 1, 2, 3, 3, 2, 1, 3, 2, 3, 1, . . . . Îòìåòèì,
÷òî óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ � íå åäèíñòâåííàÿ, èõ 9!

2!3!4!
.

Â êîíòåêñòå ñî ñêàçàííûì ðàâåíñòâî l1(2) = (2, 3, 4) îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðåòüåãî õîäà ïåðâîìó èãðîêó íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî çíàòü äâà ñâîèõ õîäà, òðè õîäà èãðîêà 2 è ÷åòûðå õîäà èãðîêà
3. Àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà òîì, ÷òî èãðîêó 1 äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðå-
òüåãî õîäà íåîáõîäèìî çíàòü òðè õîäà èãðîêà 2. Òîãäà äëÿ ðåàëüíî
ñóùåñòâóþùåãî ïðîöåññà íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî l2(2) = (3, 2, x). Èáî
èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî èãðîêó 2 äëÿ ñîâåðøåíèÿ òðå-
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òüåãî õîäà íåîáõîäèìî çíàòü òðè õîäà èãðîêà 1. Ìû áû ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, ò. å. ïðîöåññ êàê áû îñòàíîâèëñÿ, çàñòîïîðèëñÿ, ÷åãî â
ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ íå áûâàåò � èíôîðìàöèÿ âñåãäà ïîñòóïàåò êîð-
ðåêòíî: ÷òî èãðîêó ïîëîæåíî çíàòü, òî îí è çíàåò. Îñíîâíîé ïðîáëå-
ìîé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè èãðîêàì ñ ïîìîùüþ
âåêòîð-ôóíêöèé li è ÿâëÿåòñÿ òàêîå èõ îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîçâî-
ëÿåò ïðîöåññó ðàçâèâàòüñÿ êîððåêòíî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ òðåìÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè l1, l2, l3, îïðå-
äåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: li(0) = (0, 0, 0), l1(k) = (k, 0, 0),
l2(k) = (0, k, 0), l3(k) = (0, 0, k). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿ-
þò êîððåêòíîå ïîñòóïëåíèå èíôîðìàöèè è ðàçâèòèå ïðîöåññà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âñå òðè èãðîêà îäíîâðåìåííî ñäåëàþò ñâîé ïåðâûé õîä,
ïîñêîëüêó li(0) = (0, 0, 0). Ïðîöåññ ðàçîâüåòñÿ äî ñîñòîÿíèÿ (1, 1, 1).
Ïîñêîëüêó l1(1) = (1, 0, 0) ≤ (1, 1, 1), l2(1) = (0, 1, 0) ≤ (1, 1, 1) è
l3(1) = (0, 0, 1) ≤ (1, 1, 1), òî âñå òðè èãðîêà ñäåëàþò ñâîé âòîðîé õîä
è ò. ä. Â äàííîì ïðèìåðå, åñëè îñîáî íå îãîâîðåíî êîëè÷åñòâî õîäîâ
èãðîêîâ, òî âñå èãðîêè ñäåëàþò ñ÷åòíîå ÷èñëî õîäîâ. Ýòîò ïðèìåð
îòíîñèòñÿ ê êëàññó îäíîâðåìåííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû òî÷íî è ïîëíîñòüþ îïèøåì êëàññ èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé li, îïðåäåëÿþùèõ êîððåêòíîå ðàçâèòèå ïðîöåñ-
ñà. Íàéäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ íàáîðà ôóíêöèé
li, îáåñïå÷èâàþùåå òàêîå ðàçâèòèå. Ýòî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äëÿ íàáîðà ôóíêöèé li áóäåò íàçâàíî èíôîðìàöèîííîé ðàç-
ðåøèìîñòüþ.

Ñäåëàåì îáùåå âàæíîå çàìå÷àíèå ïî ñòèëþ ðàáîòû. Âñå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûìè ìû áóäåì îïåðèðîâàòü, áóäóò ñòðîãî îïðåäåëåíû. Âñå äî-
êàçàòåëüñòâà áóäóò ñòðîãèìè (ôîðìàëüíûìè), â íèõ áóäóò îòñóòñòâî-
âàòü ñëîâà òèïà ¾èãðîê âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó¿. Îäíàêî âñå ïîíÿòèÿ
áóäóò ñîäåðæàòåëüíî ïðîèëëþñòðèðîâàíû.

2. Ïðîöåññû ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè
Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåçóëüòàòîâ ðàç-

äåëà 3, è ïîýòîìó âñå òåîðåìû çäåñü áóäóò ïðèâåäåíû áåç äîêàçà-
òåëüñòâ. Ðàçäåë 2 ïðåäëàãàåòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ, ïîñêîëüêó êëàññ
ïðîöåññîâ ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïîäêëàññîì
êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.
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Îáñóäèì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ. Âàæíåéøèì ïîíÿòèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè íàáîðà èíôîðìàöè-
îííûõ îòîáðàæåíèé (âåêòîð-ôóíêöèé) ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç R, N ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî-
îòâåòñòâåííî, N = N

⋃{0}. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è
n ∈ N . Îïðåäåëèì A1 = A, An = An−1×A, AN = A×A× . . .×A× . . .

(ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a = (a1, a2, . . . , an)

èç Rn áîëüøå ëèáî ðàâåí ýëåìåíòó b = (b1, b2, . . . , bn) èç Rn è ïè-
ñàòü a ≥ b, åñëè ai ≥ bi äëÿ ëþáîãî i, i ≤ n. Îáîçíà÷åíèå a > b

îçíà÷àåò, ÷òî a ≥ b è a 6= b. Ñîîòíîøåíèå a 6≥ b îçíà÷àåò, ÷òî õî-
òÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà b ñòðîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòû âåêòîðà a. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
l = l1, l2, . . . , ln îòîáðàæåíèé, ãäå li : N → N

n. Âïðåäü li áóäåì íà-
çûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé èãðîêà i. ×åðåç li(r)j áóäåì îáî-
çíà÷àòü j-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà li(r). Â ïðåäåëàõ ðàçäåëà 2 áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî li(r)i = r. Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà li(r) ìî-
ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Ñîäåðæàòåëüíî ðàâåíñòâî li(r)i = r îçíà-
÷àåò, ÷òî î ñâîèõ õîäàõ èãðîê çíàåò âñå. Ýòî òðåáóåòñÿ ïîòîìó, ÷òî
çàäåðæêè èíôîðìàöèè èãðîêà ñ÷èòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî êîëè-
÷åñòâà õîäîâ. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â äàííîì ðàññìîòðåíèè îçíà÷àåò,
÷òî èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ n èãðîêàìè. Âåêòîð
li(r) = (li(r)1, li(r)2, . . . , li(r)n) åñòü âåêòîð êîëè÷åñòâåííîé èíôîðìà-
öèè èãðîêà i î õîäàõ èãðîêîâ 1, 2, . . . , n, ïîäîáíûé òåì, ÷òî ìû ðàñ-
ñìîòðåëè ðàíåå â ïðèìåðàõ. Ñîäåðæàòåëüíî î j-é êîìïîíåíòå li(r)j

âåêòîðà li(r) ìîæíî ñêàçàòü òàê: äëÿ òîãî, ÷òîáû èãðîê i ìîã ñäåëàòü
õîä ñ íîìåðîì r + 1, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü li(r)j õîäîâ
èãðîêà j. Îòêóäà áåðåòñÿ ýòà íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü? Îòâåò
òàêîé: òàê ïðåäóñìîòðåíî ïðàâèëàìè ïðîöåññà.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î çàäåðæêå èíôîðìàöèè. Ïóñòü èãðîê i

ñäåëàë r õîäîâ è âëàäååò èíôîðìàöèåé íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé,
÷òîáû ñîâåðøèòü õîä ñ íîìåðîì r + 1. Ìû óæå çíàåì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâåííî ýòà èíôîðìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì li(r) = (li(r)1, li(r)2,

. . . , li(r)n). Òîãäà çàäåðæêà èíôîðìàöèè èãðîêà i î õîäå èãðîêà j ðàâ-
íà r− li(r)j. Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå li(r)j ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé àðãóìåíòà r, òî ôóíêöèÿ r − li(r)j òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé è ñîâñåì íå îáÿçàíà áûòü êîíñòàíòîé; è, êàê óæå îòìå÷àëîñü,
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÷èñëî r − li(r)j ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.
Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ

ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l èí-
ôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà íà âåêòîðå a = (a1, a2, . . . , an) èç N

n, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî r èç {1, 2, . . . , n}, òàêîå, ÷òî lr(ar)≤a.

Äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ê êàêîìó-òî ìî-
ìåíòó âðåìåíè t èãðîêè 1, 2, . . . , n ñäåëàëè ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, . . . ,

an õîäîâ. Âïðåäü âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an) áóäåì íàçûâàòü èíôîðìà-
öèîííûì âåêòîðîì êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà. Â íåì óêà-
çàíî òîëüêî òî, êàêîå êîëè÷åñòâî õîäîâ ñäåëàë i-é èãðîê, à íå ñà-
ìè õîäû. Èãðîêó r äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü (ar + 1)-é õîä â ìîìåíò
âðåìåíè t, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü âñå õîäû, îïðåäåëÿåìûå
âåêòîðîì lr(ar). Íåðàâåíñòâî lr(ar) ≤ a îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå çíàíèå
ðåàëèçóåòñÿ è (ar +1)-é õîä èãðîêà r ñîñòîèòñÿ. Òàêèõ ÷èñåë r ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî, õîòü âñå ÷èñëà 1, 2, . . . , n. Íî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
÷òî l1(a1) 6≤ a. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò âðå-
ìåíè t èãðîê 1 íå ñäåëàåò ñâîé (a1 + 1)-é õîä: ïðàâèëàìè ïðîöåññà
ïðåäóñìîòðåíî, ÷òî èíôîðìàöèè î ïðîöåññå, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì
a = (a1, a2, . . . , an), íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû èãðîê 1 ñäåëàë ñâîé (a1+1)-é
õîä.

Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè l. ×àñòî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü îá èí-
ôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè äàííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà âåê-
òîðå a = (a1, a2, . . . , ar) èç N

r, ïîíèìàÿ ïîä çíà÷åíèåì lis(as) ñóæåíèå
âåêòîðà lis(as) íà êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , is, . . . , ir. Ïîêà-
æåì, ÷òî ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå êîððåêòíî, ò. å. s-ÿ êîìïîíåíòà óðå-
çàííîãî âåêòîðà ðàâíà as (òîëüêî ýòî îãðàíè÷åíèå ìû íàëîæèëè íà
èíôîðìàöèîííûå ôóíêöèè èãðîêîâ). Äåéñòâèòåëüíî, èçíà÷àëüíî â
âåêòîðå lis(as) ðîâíî n êîìïîíåíò è lis(as)is = as.

Ñóæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l = l1, l2, . . . , ln äî ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè li1 , li2 , . . . , lir ñîäåðæàòåëüíî ìîæåò áûòü âûçâàíî ñóæåíè-
åì ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî ñ èãðîêàìè 1, 2, . . ., n, äî
ðàññìîòðåíèÿ ïîäïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî ñ èãðîêàìè i1, i2, . . ., ir.
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Äàäèì îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè:

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èí-
ôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà,
åñëè âñÿêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a èç N

r.
Ìîæíî ïîÿñíèòü ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ îòîáðàæåíèé òàê: åñëè âñå èãðîêè,
êðîìå èãðîêîâ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ir, âûïàäóò èç ïðîöåññà (ñäåëà-
þò òàêîé õîä, ïðè êîòîðîì äëÿ íèõ ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ), òî äëÿ
îñòàâøèõñÿ èãðîêîâ ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ, êàêóþ áû ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü i1, i2, . . . , ir ìû íå ðàññìîòðåëè. Çäåñü ìû çàáåãàåì
âïåðåä è ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî õîäîâ ó ðàçíûõ èãðîêîâ ìîæåò ðàçëè-
÷àòüñÿ. Ñîäåðæàòåëüíî æå èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln îçíà÷àåò: ïðè
òàêîì íàáîðå èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé ïðîöåññ áóäåò ðàçâèâàòüñÿ
êîððåêòíî è êàæäûé èç èãðîêîâ ñäåëàåò âñå ïðåäïèñàííûå åìó õîäû.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . ., an)

èç N
n

l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N
n, åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇒ li(ai) ≤ a.
Ñîäåðæàòåëüíî îïðåäåëåíèå 2.3 ìîæíî ïîÿñíèòü òàê: ïóñòü ê ìî-

ìåíòó âðåìåíè t èãðîê 1 ñäåëàë a1 õîäîâ, èãðîê 2 ñäåëàë a2 õîäîâ,
. . ., èãðîê n ñäåëàë an õîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì a = (a1, a2, . . ., an).
Â ìîìåíò âðåìåíè t íåêîòîðûå èç èãðîêîâ, äëÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî
èíôîðìàöèè, ÷òîáû ñäåëàòü ñëåäóþùèé õîä (li(ai) ≤ a), ñäåëàþò åãî.
Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçóåòñÿ âåêòîð b. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî â ìîìåíò
âðåìåíè t íå îáÿçàòåëüíî âñå èãðîêè, äëÿ êîòîðûõ li(ai) ≤ a, äåëàþò
õîä, íî êòî-òî îáÿçàòåëüíî äåëàåò åãî.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . ., an)

èç N
n ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N

n,
åñëè
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1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇔ li(ai) ≤ a.

Â îòëè÷èå îò ïðîñòî l-ïîðîæäåííîñòè ñîäåðæàòåëüíî ìàêñèìàëü-
íàÿ l-ïîðîæäåííîñòü âåêòîðà b âåêòîðîì a îçíà÷àåò: â ìîìåíò âðåìå-
íè t êàæäûé èãðîê i, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
li(ai) ≤ a, ñîâåðøàåò õîä.

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî âåêòîðû áóäåì ïîìå÷àòü âåðõíèì èíäåêñîì
è ïèñàòü ak = (. . . , ak

r , . . .).

Îïðåäåëåíèå 2.5. l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü ñ÷åò-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , ak, . . . âåêòîðîâ èç N

n, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) äëÿ ëþáîãî k èç N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ëèáî âåêòîð ak+1 l-

ïîðîæäåí âåêòîðîì ak, ëèáî ak = ak+1 = ak+2 = . . . è íåò âåêòîðîâ,
l-ïîðîæäåííûõ âåêòîðîì ak.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Íàçîâåì ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . , ak, . . . âåêòîðîâ èç N

n, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) äëÿ ëþáîãî k èç N âûïîëíÿåòñÿ, ëèáî âåêòîð ak+1 ìàêñèìàëü-

íî l-ïîðîæäåí âåêòîðîì ak, ëèáî ak = ak+1 = ak+2 = . . . è íåò âåê-
òîðîâ, l-ïîðîæäåííûõ âåêòîðîì ak.

Ðàâåíñòâî ak = ak+1 = ak+2 = . . . îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âñåõ âåê-
òîðîâ, íà÷èíàÿ ñ ak. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè òàêîå ðàâåíñòâî â ñ÷åòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçíèêàåò, òî òîëüêî îäèí ðàç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
k òàêîå ÷èñëî, ÷òî ak−1 < ak = ak+1 = ak+2 = . . . . Ñîäåðæàòåëüíî
òàêîå ñêâîçíîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîÿñíèòü òàê: íà÷èíàÿ ñ èíôîðìà-
öèîííîãî âåêòîðà êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà ak íè îäèí èç
èãðîêîâ íå ìîæåò ñäåëàòü õîä (ò. å. li(a

k
i ) 6≤ ak äëÿ ëþáîãî i, i ≤ n).

Ïîñëåäíåå ìîæåò îçíà÷àòü òîëüêî òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî íåðàçðåøèìà
(îïðåäåëåíà íåêîððåêòíî). Íî ýòèì ñëó÷àåì èíôîðìàöèîííàÿ íåðàç-
ðåøèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l íå èñ÷åðïûâàåòñÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü l1(k) = (0, 0, 0), l2(0) = (0, 0, 1), l2(k) �
ëþáîé äîïóñòèìûé âåêòîð, åñëè k ≥ 1, l3(0) = (0, 1, 0) è l3(k) � ëþ-
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áîé äîïóñòèìûé âåêòîð, åñëè k ≥ 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîðîâ ak èç N

3. Ïóñòü ak = (k, 0, 0). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ak

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíóþ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ak < ak+1 äëÿ ëþáîãî k. È âìåñòå ñ òåì 0 = a0

2 = a1
2 = . . .,

0 = a0
3 = a1

3 = . . . . Ñîäåðæàòåëüíî ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî
íè èãðîê 2, íè èãðîê 3 íå ñäåëàþò íè îäíîãî õîäà. Ýòî âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l = l1, l2, l3 èíôîðìàöèîííî íåðàçðåøè-
ìà; áîëåå òî÷íî: ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü l2, l3 èíôîðìàöèîííî íåðàç-
ðåøèìà íà âåêòîðå (0, 0).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåêòîðîâ a0, a1, . . . , ak, . . . èç N

n � îñòîâíàÿ, åñëè
1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) ak < ak+1;
3) ak

i + 1 ≥ ak+1
i äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};

4) lim
k→+∞

ak
i = +∞ äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}.

Åñëè êàæäûé âåêòîð îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàòü
êàê èíôîðìàöèîííûé âåêòîð êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà,
òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîãëà áû ñëóæèòü êîëè÷åñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé òðàåêòîðèè íîðìàëüíî ðàçâèâàþùåãîñÿ ïðîöåññà ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé, â êîòîðîì âñå èãðîêè ñîâåðøàþò âñå ñâîè õîäû:
lim

k→+∞
ak

r = +∞ äëÿ ëþáîãî r. Òåðìèí îñòîâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óïîòðåáëåí ïîòîìó, ÷òî ïî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ìîæåì òî÷-
íî ñêàçàòü îá î÷åðåäíîñòè õîäîâ èãðîêîâ. À èìåííî: åñëè ak+1

i =

ak
i + 1, òî ïðè êîëè÷åñòâåííîì ñîñòîÿíèè ïðîöåññà ak èãðîê i äå-

ëàåò õîä. Åñëè óãîäíî, â ôèëîñîôñêîì àñïåêòå îñòîâíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåò òå÷åíèå âðåìåíè êàæäîãî èãðîêà. Îäíàêî
ïî îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ðåàëüíîì
íàïîëíåíèè òðàåêòîðèè ïðîöåññà (î ðåàëüíûõ õîäàõ èãðîêîâ).

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé.

Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó ðàçäåëà 2, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2,

. . . , ln.
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Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln áûëà áû èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìîé.

Òåîðåìà 2.2 ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàêèå èìåííî èíôîð-
ìàöèîííûå ôóíêöèè îïèñûâàþò ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ïðîöåññû
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé? Îòâåò òàêîé: ýòè ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ èíôîðìàöèîí-
íîé ðàçðåøèìîñòè. Ïðèìåð òàêèõ ôóíêöèé áûë ïðèâåäåí ðàíåå. Ñåé-
÷àñ æå ìû îòâåòèì íà âîïðîñ: êàêîâî êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln ïðè
ôèêñèðîâàííîì n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ èíôîðìàöèîííîé ðàç-
ðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 2.3. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln
ðàâíà êîíòèíóóìó.

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà âûãëÿäèò åñòåñòâåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ìû
ïûòàåìñÿ îïèñàòü èíôîðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ.
Ïîýòîìó áûëî áû íåíîðìàëüíî, åñëè áû â ðåàëüíîñòè ñóùåñòâîâàëî
êîíå÷íîå èëè äàæå ñ÷åòíîå ÷èñëî ñõåì ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèè ê
ó÷àñòíèêàì ïðîöåññà.

3. Ïðîöåññû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ðàçäåëà 2.
Ïðè ýòîì âñå óòî÷íåíèÿ è îáîáùåíèÿ àêòóàëüíû. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå
çàìå÷àíèå íà ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé ñ äâóìÿ èãðîêàìè, è ïóñòü èãðîê 1 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
çàäåðæêó èíôîðìàöèè î õîäàõ èãðîêà 2, ðàâíóþ 3, ò. å. ñäåëàâ 10 õî-
äîâ, îí çíàåò (10−3) = 7 õîäîâ èãðîêà 2. Ïóñòü èíôîðìàöèþ î õîäàõ
èãðîêà 2 äëÿ èãðîêà 1 âûäàåò êàêàÿ-ëèáî èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà.
Ìîãëî ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å õîäîâ ñ íîìåðàìè 2, 4, 6 èãðî-
êà 2 âîçíèêëà ïîìåõà, è îíè íå áûëè âîñïðèíÿòû. Â òàêèõ óñëîâèÿõ,
ñäåëàâ 10 õîäîâ è ñîáèðàÿñü ñäåëàòü 11-é èãðîê 1 çíàë áû òîëüêî
0-é (íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ), 1-, 3-, 5- è 7-é õîäû èãðîêà 2. Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè äëÿ ëþáîãî èãðîêà i ïðîöåññà ñ
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n ó÷àñòíèêàìè. Â êîíòåêñòå ñ ïîñëåäíèì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî i-é èã-
ðîê, ñäåëàâ x õîäîâ è ñîáèðàÿñü ñäåëàòü (x + 1)-é õîä, äîëæåí çíàòü
êàêèå-òî õîäû, ñäåëàííûå èãðîêîì 1 (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíóìåðîâàí-
íûå ïîäðÿä), êàêèå-òî õîäû èãðîêà 2 (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíóìåðîâàí-
íûå ïîäðÿä) è ò. ä., êàêèå-òî õîäû èãðîêà n (íå îáÿçàòåëüíî ïðîíó-
ìåðîâàííûå ïîäðÿä). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íîìåðîâ õîäîâ èãðîêà 1,
êîòîðûå äîëæåí çíàòü èãðîê i ïåðåä ñîâåðøåíèåì ñâîåãî (x + 1)-ãî
õîäà, ÷åðåç A1, èãðîêà 2 � ÷åðåç A2, . . . , èãðîêà n � ÷åðåç An. Òî-
ãäà êîëè÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ è äîñòàòî÷íóþ äëÿ
ñîâåðøåíèÿ i-ì èãðîêîì (x + 1)-ãî õîäà, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

li(x) = (A1, A2, . . . , Ai, . . . , An) = (li(x)1, li(x)2, . . . , li(x)i, . . . , li(x)n).

Ïðè ýòîì ìû äîïóñêàåì, ÷òî è ìíîæåñòâî Ai = li(x)i òàêæå ìîæåò
ñîñòîÿòü íå èç âñåõ íîìåðîâ õîäîâ èãðîêà i ñ 1-ãî ïî x-é. Äîïóñêàåòñÿ
òàêæå, ÷òî êàêèå-òî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An ìîãóò áûòü ïóñòûìè.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñîâåðøåíèÿ (x+1)-ãî õîäà i-ìó èãðîêó î
ñîîòâåòñòâóþùèõ èãðîêàõ íè÷åãî íå íóæíî çíàòü èëè îí ïîëíîñòüþ
ïîòåðÿë î íèõ èíôîðìàöèþ.

Ïóñòü A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N . ×åðåç max(A)

áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Åñëè A =

∅, òî max(A) îïðåäåëèì ðàâíûì 0. Òîãäà ìíîæåñòâî li(x)j íîìåðîâ
õîäîâ èãðîêà j, êîòîðûå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü èãðîêó i

äëÿ ñîâåðøåíèÿ (x + 1)-ãî õîäà, åñòü ïîäìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííî-
ãî ìíîæåñòâà {0, 1, 2, . . . , max(li(x)j)}. Â ñëó÷àå ïðîöåññîâ ñ çàäåðæ-
êîé èíôîðìàöèè ïîäìíîæåñòâî li(x)j ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì
{0, 1, 2, . . . , max(li(x)j)}. Ïîýòîìó ïðîöåññû ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìà-
öèåé.

Óòî÷íèì åùå ðàç ñìûñë ìíîæåñòâà li(x)j: ýòî êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà N . Ïîñëå òîãî, êàê èãðîê i ñäåëàë x õîäîâ è ñî-
áèðàåòñÿ ñäåëàòü (x + 1)-é õîä, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü
(òàê ïðåäóñìîòðåíî ïðàâèëàìè ïðîöåññà) âñå õîäû èãðîêà j, íîìåðà
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó li(x)j, è òîëüêî èõ. Ïðè÷åì, êîãäà
ìû ãîâîðèì, ÷òî èãðîê i çíàåò êàêîé-òî õîä èãðîêà j, ìû èìååì â
âèäó, ÷òî î õîäå èçâåñòíî âñå: è åãî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü, è åãî
ïîðÿäêîâûé íîìåð.
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Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 3(X) ìíîæåñòâî êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N , 3(N),
(3(N))

n.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà N â ìíî-
æåñòâî (3(N))

n áóäåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé.
×àùå âñåãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå li : N → (3(N))

n.
Òîãäà

li(k) = (li(k)1, li(k)2, . . . , li(k)n),

ãäå li(k)j åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà 3(N) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N .

Òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 2, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . . , ln, ïðè
ýòîì li áóäåì íàçûâàòü èíôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé i-ãî èãðîêà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ
ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìîé íà âåêòîðå a =

(a1, a2, . . . , an) èç N
n, åñëè ñóùåñòâóåò i èç ìíîæåñòâà {1, 2,

. . . , n}, òàêîå, ÷òî
max(li(ai)r) ≤ ar

äëÿ ëþáîãî r èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}.
Òàêèõ ÷èñåë i ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, õîòÿ áû âñå ìíîæåñòâî

{1, 2, . . . , n}. Îïðåäåëåíèå 3.2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü a = (a1, a2, . . . , an) åñòü èíôîðìàöèîííûé âåêòîð êî-
ëè÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà, ò. å. ê íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè t r-é èãðîê ñäåëàë ar õîäîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû i-ìó èãðîêó ñäå-
ëàòü (ai + 1)-é õîä, åìó íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü âñå õîäû r-
ãî èãðîêà, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó li(ai)r. Òî, ÷òî
max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r, îçíà÷àåò, ÷òî òàêîå çíàíèå ðåàëèçó-
åòñÿ è (ai + 1)-é õîä èãðîêà i ñîñòîèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ ïðîöåññîâ ñ çà-
äåðæêîé èíôîðìàöèè (ñì. ðàçäåë 2), è ïîýòîìó çäåñü ìû åãî îïóñêà-
åì. Òî æå êàñàåòñÿ èíòåðïðåòàöèè èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè.
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Ïóñòü l = l1, l2, . . . , ln ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíê-
öèé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an)

èç N
n

l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N
n, åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇒ max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, a2, . . . , an)

èç N
n ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò âåêòîð b = (b1, b2, . . . , bn) èç N

n,
åñëè

1) a < b;
2) ai + 1 ≥ bi äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};
3) ai < bi ⇔ max(li(ai)r) ≤ ar äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè âåêòîð a l-ïîðîæäàåò (ìàêñèìàëüíî

l-ïîðîæäàåò) âåêòîð b ïî îïðåäåëåíèþ 2.3 (2.4), òî âåêòîð a l-ïî-
ðîæäàåò (ìàêñèìàëüíî l-ïîðîæäàåò) âåêòîð b è ïî îïðåäåëåíèþ 3.3
(3.4). Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Îïðåäåëåíèÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé àíàëîãè÷íû òà-
êîâûì äëÿ ïðîöåññîâ ñ çàäåðæêîé èíôîðìàöèè, è ïîýòîìó ìû èõ
çäåñü îïóñêàåì.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ñóùåñòâóåò îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ak)
∞
0 � îñòîâíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

(ak)
∞
0 � ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêà-

çàòü îñòîâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak)
∞
0 , äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðà-

âåíñòâà
lim

k→+∞
ak

r = +∞

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. À äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ak ≥ ak äëÿ ëþáîãî k èç N . Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíèõ
íåðàâåíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, a0 = (0, 0, . . . , 0) = a0. Äàëüíåéøåå äîêà-
çàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.
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Ïóñòü ap � âåêòîð, èìåþùèé íàèìåíüøèé íîìåð ñðåäè âåêòîðîâ
(ak)

∞
0 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ap 6≥ ap. Òîãäà ap 6= a0

è ap−1 ≥ ap−1. Ïîñêîëüêó ap 6≥ ap, òî ñóùåñòâóåò i èç {1, 2, . . . , n},
òàêîå, ÷òî ap

i > ap
i . È âìåñòå ñ òåì ap−1

i ≤ ap−1
i . Èç ïîñëåäíèõ íåðà-

âåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ap
i = ap−1

i + 1, ap
i = ap−1

i è ap−1
i = ap−1

i . Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè
ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì

max(li(a
p−1
i )r) = max(li(a

p−1
i )r) ≤ ap−1

r ≤ ap−1
r

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. Íî òîãäà

max(li(a
p−1
i )r) ≤ ap−1

r

äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n}. Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ, ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñëåäóåò:
ap

i = ap−1
i + 1. Ðàíåå æå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ap

i = ap−1
i . Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå 3.1, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðè-
âåäåì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìà-
öèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln, òàêóþ, ÷òî li(k)r = {0} äëÿ ëþáîãî
r èç {1, 2, . . . , n} è äëÿ ëþáîãî k èç N . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñòðîåíà òàê: ak = (k, k, . . . , k). Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâ-
íîé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak = (k, 0, . . . , 0), k ∈ N . Äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ l-ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî:

1) a0 = (0, 0, . . . , 0);
2) ak+1 > ak;
3) ak

i + 1 ≥ ak+1
i äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n};

4) ak+1
i > ak

i ⇒ 0 = max(li(a
k
i ))r ≤ ak

r äëÿ ëþáîãî r èç {1, 2, . . . , n},
ïîñêîëüêó ak

r ≥ 0.
Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak íå ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé, ïîñêîëüêó

lim
k→∞

ak
r = 0

ïðè r ∈ {2, . . . , n}.
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Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó îá èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîöåññîâ ñ
íåïîëíîé èíôîðìàöèåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü l = l1, l2, . . . , ln � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îñòîâíàÿ l-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñàìà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü l áûëà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (ak)
∞
0 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé l-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîêàæåì èíôîðìàöèîííóþ ðàçðåøèìîñòü l.
Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî îïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l = li1 , li2 , . . . , lir ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l = l1, l2,

. . . , ln è ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a = (a1, . . . , ar) èç N
r. Íå óìàëÿÿ îáù-

íîñòè äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü i1 = 1, i2 = 2, . . . , ir = r. Ïî-
ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ak)

∞
0 � îñòîâíàÿ, òî lim

k→+∞
ak

i = +∞ äëÿ
ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}. Ðàññìîòðèì r ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ak

i )
∞
0 ,

i ≤ r. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, i ≤ r, ñóùåñòâóåò
÷èñëî p(i), òàêîå, ÷òî a

p(i)
i = ai è a

p(i)+1
i = ai +1. Äîïóñòèì, íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî p(1) � íàèìåíüøåå ñðåäè òàêèõ ÷èñåë,
ò. å. a

p(1)
1 = a1, a

p(1)
i ≤ ai ïðè i ≤ r è a

p(1)+1
1 = a1 + 1. Ïî îïðåäåëåíèþ

l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

max(l1(a
p(1)
1 )i) ≤ a

p(1)
i

äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , n}. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå íåðàâåí-
ñòâà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

max(l1(a
p(1)
1 )i) ≤ a

p(1)
i ≤ ai

äëÿ ëþáîãî i èç {1, 2, . . . , r}. Îòêóäà ñëåäóåò èíôîðìàöèîííàÿ ðàçðå-
øèìîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè l1, l2, . . . , lr íà ïðîèçâîëüíîì âåêòî-
ðå a èç N

r. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ

ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln � èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìà. Ïóñòü (ak)
∞
0

� ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ak)

∞
0 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò

÷èñëà i èç {1, 2, . . . , n}, òàêèå, ÷òî
lim

k→+∞
ak

i = ai < +∞.
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òàêèå ÷èñëà i ðàñïîëî-
æåíû ïîäðÿä è îáðàçóþò ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , r}, ãäå r ≤ n. Îòìåòèì
÷èñëî k, òàêîå, ÷òî ïðè k ≥ k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ak

i = ai äëÿ i èç
{1, 2, . . . , r}. Îáðàçóåì âåêòîð a = (a1, . . . , ar) è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l1, l2, . . . , lr èíôîðìàöèîí-
íî íåðàçðåøèìà íà âåêòîðå a. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî âåêòîð

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r)) 6≤ (a1, . . . , ar).

Äëÿ èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l2, l3, . . . , lr ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà äî-
êàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì

max{max(l1(a1)1), . . . , max(l1(a1)n)}

÷åðåç c. Ïîñêîëüêó
lim

k→+∞
ak

i = +∞

ïðè i > r, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k, òàêîå, ÷òî ïðè k ≥ k âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ak

i > c ïðè i > r. Ïîëîæèì k̃ = max(k, k). Òîãäà ak̃
i = ak̃+1

i =

ai ïðè i ≤ r è ak̃
i > c ïðè i > r. Èç ðàâåíñòâà ak̃

1 = ak̃+1
1 è ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r), max(l1(a1)r+1), . . .

. . . , max(l1(a1)n)) = (max(l1(a
k̃
1)1), max(l1(a

k̃
1)2), . . .

. . . , max(l1(a
k̃
1)r), max(l1(a

k̃
1)r+1), . . . , max(l1(a

k̃
1)n)) 6≤

6≤ (ak̃
1, a

k̃
2, . . . , a

k̃
r , a

k̃
r+1, . . . , a

k̃
n).

Íî

(max(l1(a1)r+1), . . . , max(l1(a1)n)) ≤ (c, . . . , c) < (ak̃
r+1, . . . , a

k̃
n).

Çíà÷èò,

(max(l1(a1)1), max(l1(a1)2), . . . , max(l1(a1)r)) 6≤ (ak̃
1, a

k̃
2, . . . , a

k̃
r) =

= (a1, a2, . . . , ar).

Ïðîòèâîðå÷èå. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå.
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ìû ïîêàçàëè: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíôîðìàöè-
îííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíôîðìà-
öèîííîé ðàçðåøèìîñòè, òî ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ îñòîâíîé. Êîíå÷íî, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå îñòîâíûå
l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìàêñèìàëüíàÿ l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóåò åñòåñòâåííîìó òå÷åíèþ ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé: êàê òîëü-
êî èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ è äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ñîâåðøåíèÿ èãðîêîì
î÷åðåäíîãî õîäà, ¾ñîçðåëà¿, òàê îí ñðàçó äåëàåò õîä. Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü õîäîâ â ïðîöåññå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ïðîñòî ñ
l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî íåêîòîðûå èãðîêè ìîãóò ïðîïóñêàòü õîäû
â òå÷åíèå êàêîãî-òî âðåìåíè (õîòÿ îíè èõ îáÿçàòåëüíî ñäåëàþò). Îä-
íàêî ýòè ïðîïóñêè íå ïîâëèÿþò íà ðåçóëüòàòû ïðîöåññà. Â ïîäòâåð-
æäåíèå ïðèâåäåì ïðèìåð ìàòðè÷íîé èãðû. Â íåé êàæäûé èç èãðîêîâ
äåëàåò òîëüêî ïî îäíîìó õîäó, è ýòè õîäû äåëàþòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ìàòðè÷íîé èãðå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äåëàåò õîä èãðîê 1, íî ðå-
çóëüòàòû ñâîåãî õîäà îí íå ñîîáùàåò. Çàòåì äåëàåò õîä èãðîê 2. Ïîñëå
÷åãî îáà õîäà ñîîáùàþòñÿ îáîèì èãðîêàì.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîé ðàçðåøè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé l = l1, l2, . . . , ln
ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíîãî èãðîêà i. Â îïðåäåëåíèè ñêàçàíî, ÷òî
âñÿêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü li1 , li2 , . . . , lir äîëæíà áûòü èíôîðìà-
öèîííî ðàçðåøèìà íà ëþáîì âåêòîðå a èç N

r. Òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè li (êîãäà r = 1).
Ðàññìîòðèì â äàííîì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííóþ ðàçðåøèìîñòü li íà
âñÿêîì âåêòîðå a èç N

1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â äàííîì ñëó÷àå a åñòü
ïðîñòî ÷èñëî èç N è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

max(li(a)i) ≤ a.

Êîìïîíåíòà li(a)i åñòü ñóæåíèå âåêòîðà li(a) íà ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîìåðîâ, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî íîìåðà i ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, . . . , n. Ðàñøèôðóåì íåðàâåíñòâî max(li(a)i) ≤ a. Çäåñü a � êîëè-
÷åñòâî õîäîâ, êîòîðûå ñäåëàë i-é èãðîê; li(a)i � ìíîæåñòâî íîìåðîâ
òåõ ñâîèõ õîäîâ, êîòîðûå (ñàìè õîäû: è èõ íîìåðà, è èõ ôèçè÷åñêóþ
ðåàëüíîñòü) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü èãðîêó i äëÿ ñîâåðøåíèÿ
(a+1)-ãî õîäà. Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî èñòîëêîâàòü òàê:
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åñëè ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ êîððåêòíî, ðàçóìíî, ãàðìîíè÷íî, òî èãðîê,
ñîâåðøàÿ ñâîé (a+1)-é õîä, íå ìîæåò çíàòü ñâîèõ õîäîâ ñ áîëüøèìè,
÷åì a, íîìåðàìè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìîé 3.2 îòðèöàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ òèïà: ¾÷òî áû íè ñëó÷èëîñü äî òîãî, ìîå äåéñòâèå íà 100-ì
õîäó çàðàíåå îïðåäåëåíî è îäíîçíà÷íî¿. È âìåñòå ñ òåì, åñëè èãðîê
óæå çíàåò, êàêîå ðåøåíèå îí ïðèìåò ïðè õîäå ñ íîìåðîì (a + 1 + k),
òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí çíàåò ñâîè ðåøåíèÿ ïðè õîäàõ ñ íîìåðàìè
a+1, a+2, . . . , a+1+k−1; à ðàç îí çíàåò, êàêîé (a+1)-é õîä ñäåëàåò,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí åãî óæå ñäåëàë. Ó íåãî íåò ïðîáëåìû âûáî-
ðà (a+1)-ãî õîäà, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî òî,
êàêîâ õîä (à íå ýíåðãåòè÷åñêèå è ïðî÷èå çàòðàòû íà åãî ðåàëèçàöèþ).

Ðàíåå ìû ñêàçàëè, ÷òî ñ îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâÿçûâà-
åì ðåàëüíûé ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ðàçëè÷íûõ îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü r � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
áîëüøåå ëèáî ðàâíîå 2. Òîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N

r ðàâíà êîíòèíóóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî N
r ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ìîùíîñòü ìíîæå-

ñòâà âñåõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N
r ðàâíà

êîíòèíóóìó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñ ýëåìåíòàìè èç N

r íå áîëåå, ÷åì êîíòèíóóì. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì îñòîâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà a0 =

(0, 0, 0, . . . , 0), à ïðè k ≥ 1 ak = (ak
1, a

k
2, k, . . . , k), ãäå ïàðà (ak

1, a
k
2) ìî-

æåò ïðèíèìàòü ëèøü îäíî çíà÷åíèå èç òðåõ âàðèàíòîâ: (p, p − 1),
(q − 1, q) èëè (r, r). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ äàííîé
îñòîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò ñîâïàäàþùèõ ïî ïåðâûì äâóì êîì-
ïîíåíòàì. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó òèïà (p−1, p, k, k, . . . , k) ÷èñëî 0, âåê-
òîðó òèïà (q, q − 1, r, r, . . . , r) ÷èñëî 1. Òîãäà âñÿêîé òàêîé îñòîâíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä
ìíîæåñòâîì {0, 1}, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Èç-
âåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì
{0, 1} èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Çíà÷èò è âûäåëåííîå íàìè ïîä-
ìíîæåñòâî îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíó-
óìà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà êîíòèíóóìó. Óòâåð-
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æäåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì, êàêîâà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî
ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà
l = l1, l2, . . . , ln, ãäå n � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðå-
øèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l =

l1, l2, . . . , ln ðàâíà êîíòèíóóìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî 3(N) êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N ñ÷åòíî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (3(N))

n �
ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî (3(N))

n2

� ñ÷åòíî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðî-
èçâîëüíîå îòîáðàæåíèå l = l1, l2, . . . , ln èç N â (3(N))

n2

åñòü ñ÷åòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä ìíîæåñòâîì (3(N))

n2

. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
âñåõ òàêèõ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà êîíòèíóóìó. Ïîýòî-
ìó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîð-
ìàöèîííûõ ôóíêöèé âèäà l = l1, l2, . . ., ln ðàâíà êîíòèíóóìó. Çíà÷èò
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé íå áîëåå, ÷åì êîíòèíóóì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàéäåì ïîäìíîæåñòâî èíôîðìà-
öèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ ôóíê-
öèé ìîùíîñòüþ êîíòèíóóì. Ïóñòü

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k)) = ({1, 2, . . . , k − 1}, . . . , {1, 2, . . . , k − 1})
èëè

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k) = ({1, 2, . . . , k}, . . . , {1, 2, . . . , k}).
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîé l-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îíà áóäåò
èìåòü âèä ak = (k, k, . . . , k). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñòîâíîé. À çíà÷èò, âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé, îïèñàííàÿ ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöè-
îííî ñîñòîÿòåëüíîé. Çàêîäèðóåì ðàâåíñòâî

(l1(k), l2(k), . . . , ln(k)) = ({1, 2, . . . , k − 1}, . . . , {1, 2, . . . , k − 1})
íóëåì, ðàâåíñòâî

(l1(p), l2(p), . . . , ln(p)) = ({1, 2, . . . , p}, . . . , {1, 2, . . . , p})



100 Í.Ì. Ñëîáîæàíèí

åäèíèöåé. Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3.1, ïîëó-
÷àåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ñ÷åòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì {0, 1} è âûäåëåííûì íàìè ïîä-
ìíîæåñòâîì èíôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èí-
ôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî âû-
äåëåííîå ïîäìíîæåñòâî èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèé èìååò ìîùíîñòü
êîíòèíóóìà. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, ìíîæåñòâî îñòîâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ìíîæåñòâî èí-
ôîðìàöèîííî ðàçðåøèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíôîðìàöèîííûõ
ôóíêöèé èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Çàìåòèì, îäíà-
êî, ÷òî ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè íåò ïðîñòîãî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ.
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INFORMATION SOLVABILITY IN MULTISTAGE GAMES
WITH A FINITE SET OF PLAYERS

Nikolai M. Slobozhanin, Faculty of Applied Mathematics and
Control Processes, Saint-Petersburg State University, Saint-Petersburg,
Cand.Sc. (nickmsl@mail.ru).

Abstract : Multistage games with separated dynamics are considered in
the paper. The basis of extensive form dynamic game simulation is a
de�nition of its information structure. J. von Neumann, G. Owen, H.W.
Kuhn and others simulated information by means of information sets
in their constructions. No doubt, this is a rigorous approach but it
has an evident drawback of excessive generality. In the present paper
information structure is simulated by means of information vector-
functions of players. But apparently not any ordered according to players
collection of information vector-functions corresponds to an adequate
description of information structure process dynamics. In the paper the
adequacy mentioned is de�ned by the concept of information solvability
of an ordered information vector-function collection.

Keywords : multistage game, extensive game form, information vector-
function, information solvability of an ordered collection of information
vector-functions.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû Γ1,2 è Γ2,1 íà ïëîñêîñòè îäíîãî
¾áûñòðîãî¿ ïðåñëåäîâàòåëÿ P è äâóõ ¾ìåäëåííûõ¿ óáåãàþùèõ
E1 è E2, äåéñòâóþùèõ êàê îäèí èãðîê E = (E1, E2). Â èãðå
Γl,3−l çàäà÷åé P ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ñáëèæåíèå äî ðàñ-
ñòîÿíèé R ñ El è 0 ñ E3−l çà âîçìîæíî êîðîòêîå ñóììàðíîå
âðåìÿ, l ∈ {1, 2}. Èãðà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ êîíôëèêòíîé ñèòó-
àöèè, ãäå ïðåñëåäóåìûé îáúåêò èñïîëüçóåò ëîæíóþ öåëü äëÿ
òîãî, ÷òîáû îòâëå÷ü ðåñóðñû ïðåñëåäîâàòåëÿ íà åå êëàññèôè-
êàöèþ, êîòîðàÿ îñóùåñòâèìà ñ ðàññòîÿíèÿ R > 0. Ïðè ýòîì
ïðåñëåäîâàòåëü äîëæåí ñêîíñòðóèðîâàòü ïîäõîäÿùèå ñòðàòå-
ãèè è îöåíèòü ñâåðõó âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé
ïîèìêè èñòèííîé öåëè. Ïîñëåäíèé ýòàï ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðîñòåéøóþ èãðó ΓII

l,3−l ïðåñëåäîâàíèÿ E3−l. Íà ïåðâîì ýòàïå
ΓI

l,3−l ôóíêöèîíàë ïëàòû ðàâåí ñóììå âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî
íà ñáëèæåíèå äî ðàññòîÿíèÿ R ñ El, è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè öåíû
ΓII

l,3−l â òåðìèíàëüíîì ñîñòîÿíèè. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ òîëüêî
ðåøåíèå ΓI

1,2, ïîñêîëüêó ΓI
2,1 ïîëó÷àåòñÿ èç íåå ñìåíîé ðîëåé

óáåãàþùèõ. Ñòðîèòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îñ-
íîâíîãî óðàâíåíèÿ ΓI

1,2, ñòðàòåãèè èãðîêîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
èì íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíê-
öèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïëàòû. Äîêàçû-
âàåòñÿ ñîâïàäåíèå ýòîé ôóíêöèè ñ ôóíêöèåé öåíû èãðû ΓI

1,2.

c©2011 È.È. Øåâ÷åíêî
∗ Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ¾Èññëåäîâàíèå èãð îäíîãî ïðåñëå-

äîâàòåëÿ è íåñêîëüêèõ óáåãàþùèõ¿.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä Àéçåêñà, äèñêðèìèíèðóþùèå ïîçèöèîííûå
ñòðàòåãèè, ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì ôóíêöèÿ öåíû, ëîæíàÿ öåëü.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå èãðû Γ1,2 è Γ2,1 ïðåñëåäîâàòåëÿ P è
äâóõ óáåãàþùèõ E1 è E2, äåéñòâóþùèõ êàê îäèí èãðîê E = (E1, E2).
Âñå ó÷àñòíèêè ñîâåðøàþò áåçûíåðöèîííûå äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè.
Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü P , ïðèíÿòàÿ çà åäèíèöó, áîëüøå ìàêñèìàëü-
íûõ ñêîðîñòåé β1 è β2 óáåãàþùèõ E1 è E2. Â èãðå Γl,3−l â êà÷åñòâå ïëà-
òû P âûñòóïàåò ñóììàðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ñáëèæåíèå ñ El äî
ðàññòîÿíèÿ R ≥ 0 è ïîñëåäóþùóþ òî÷å÷íóþ ïîèìêó E3−l, l ∈ {1, 2}.

Ïðîñòåéøèå èãðû ïîî÷åðåäíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î çíà÷åíèÿõ R, β1, β2 è ñïîñîáàõ âûáîðà ïîðÿäêà
ïðåñëåäîâàíèÿ óáåãàþùèõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1,7,10�13,16].
Îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ïî èãðàì ïîî÷åðåäíîãî
ïðåñëåäîâàíèÿ è ñìåæíîé òåìàòèêå ìîæíî íàéòè â [19].

Èãðà Γl,3−l ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé
ïðåñëåäóåìûé îáúåêò èñïîëüçóåò ëîæíóþ öåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû îò-
âëå÷ü ðåñóðñû ïðåñëåäîâàòåëÿ íà åå êëàññèôèêàöèþ [2]. Îïîçíàíèå
õàðàêòåðà öåëè âîçìîæíî òîëüêî ñ ðàññòîÿíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
R. P òðåáóåòñÿ âûðàáîòàòü ñòðàòåãèþ è îöåíèòü ñâåðõó âðåìÿ, êîòî-
ðîå ïîíàäîáèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî îñóùåñòâèòü òî÷å÷-
íóþ ïîèìêó èñòèííîé öåëè ïðè íåèçìåííîì ïîðÿäêå ïðåñëåäîâàíèÿ
P

R→ El
0→ E3−l. Ïîýòîìó Γl,3−l ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Âòîðîé ýòàï

ìîäåëèðóåòñÿ ïðîñòåéøåé èãðîé ïðåñëåäîâàíèÿ ΓII
l,3−l [3]. Íà ïåðâîì

ýòàïå ΓI
l,3−l ôóíêöèîíàë ïëàòû âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà âðåìåíè, çà-

òðà÷åííîãî íà ñáëèæåíèå äî ðàññòîÿíèÿ R ñ El, è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
öåíû ΓII

l,3−l â òåðìèíàëüíîì ñîñòîÿíèè.
Ïîñêîëüêó èãðû ΓI

1,2 è ΓI
2,1 îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ðîëÿìè óáåãàþùèõ,

äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç íèõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ΓI

1,2 ñòðîÿòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé, ñòðàòåãèè èãðîêîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì íåïðåðûâíàÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèîíàëà ïëàòû. Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ãäå ñòûêóþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
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ñêèå òðàåêòîðèè èç ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé öåíû ΓI

1,2.

2. Îïèñàíèå èãð

Ïóñòü ïåðåìåííûå ñ èíäåêñîì p îòíîñÿòñÿ ê ïðåñëåäîâàòåëþ P ,
ñ èíäåêñàìè 1, 2 � ê óáåãàþùèì E1 è E2, ñ èíäåêñîì e � ê èãðî-
êó E = (E1, E2) ñîîòâåòñòâåííî. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò èãðîêîâ íà
ïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò âûáèðàåìûõ èìè óïðàâëåíèé îïèñûâà-
åòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ż(t) = u(t) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì z(0) = z0, ãäå z = (zp, ze) � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò (ñîñòî-
ÿíèå), ze = (z1, z2), z0 = (z0

p , z
0
e) � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, z0

e = (z0
1 , z

0
2),

u = (up, ue) � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ue = (u1, u2), zj ∈ R2

� êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, uj ∈ R2 � óïðàâëåíèÿ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðûõ â ëþáîé ìîìåíò èãðû t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì
up(t) ∈ Up = {p : ||p|| ≤ 1}, ue(t) ∈ Ue = U1 × U2, Ul = {ql : ||ql|| ≤ βl},
0 ≤ βl < 1, ||v|| � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà v, j ∈ J = {p, 1, 2},
l ∈ L = {1, 2}.

Ïóñòü R > 0 � ðàäèóñ ïåðâîãî ïî ïîðÿäêó çàõâàòà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Z = R6 èãðîâîå ïðîñòðàíñòâî, Zf

l = {z : ||zl − zp|| ≤ R} ìíîæå-
ñòâî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ El ñ÷èòàåòñÿ çàõâà÷åííûì, ÷åðåç ∂Zf

l =

{z : ||zl − zp|| = R} åãî ãðàíèöó, ÷åðåç Zf,ε
l = {z : ||zl − zp|| ≤ R − ε}

âíåøíþþ ε-îêðåñòíîñòü ãðàíèöû, 0 < ε < R, à ÷åðåç Zi
l = Z\Zf

l

ìíîæåñòâî èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé, l ∈ L.
Èãðà Γl,3−l ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà, äî R-çàõâàòà El è ïîñëå.

Âòîðîé ýòàï ΓII
l,3−l ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ èãðó ïðåñëåäîâà-

íèÿ E3−l, ðåøåíèå êîòîðîé õîðîøî èçâåñòíî; ñì., íàïðèìåð, [3]. Äëÿ
çàäàííûõ íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè z(·) = {z(τ)}τ≥0 è 0 < ε < R

ôóíêöèîíàë ïëàòû â èãðå ïåðâîãî ýòàïà ΓI
l,3−l ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

T ε
l,3−l(z(·)) =





τ ε
l,3−l +

||z3−l(τ
ε
l,3−l)− zp(τ

ε
l,3−l)||

1− β3−l
, åñëè τ ε

l,3−l < ∞,

∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

τ ε
l,3−l(z(·)) =

{
min{τ : z(τ) ∈ Zf,ε

l }, åñëè ∃τ : z(τ) ∈ Zf,ε
l ,

∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(2.1)

Äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 ∈ Zi
l , ðàçáèåíèÿ ∆p ïîëó-
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îñè R+ è äèñêðèìèíèðóþùåé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàíèÿ1
Up : Zi

l × Ue → Up îáîçíà÷èì ÷åðåç Zp(z
0,Up, ∆p) ìíîæåñòâî ïîøàãî-

âûõ äâèæåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

ż(t) ∈ co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)}, (2.2)

ãäå ∆p = {tp0, tp1, . . .}, tp0 = 0, tpi ≤ t < tpi+1, i ∈ N, tpi −→
i→∞

∞. Ýëåìåí-
òàìè Zp(z

0,Up, ∆p) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè z(·) : R+ → Z,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) = z0 è
ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà [0, θ] äëÿ ëþáîãî θ > 0 àáñîëþòíî íåïðåðûâíû
è óäîâëåòâîðÿþò (2.2) ïî÷òè ïðè âñåõ t ∈ [0, θ].

Ñëåäóÿ êîíöåïöèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà [6,8,9], îïðåäå-
ëèì îöåíêó âðåìåíè, êîòîðîå áóäåò çàòðà÷åíî íà ìàíåâð P

R→ El
0→

E3−l. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðèìèíèðóþùèõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòå-
ãèé ïðåñëåäîâàíèÿ è ïðåäåëîâ ëîìàíûõ Ýéëåðà â êà÷åñòâå ïîðîæäà-
åìûõ äâèæåíèé â èãðå ΓI

l,3−l, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè z(0) =

z0, ýòà îöåíêà ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

Ťl,3−l(z
0) = lim

ε→0+
Ť ε

l,3−l(z
0), (2.3)

ãäå Ť ε
l,3−l(z

0) = min
Up

Ť ε
l,3−l(z

0,Up),

Ť ε
l,3−l(z

0,Up) = lim
|∆p|→+0

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p), |∆p| = sup
i∈N

(tpi+1 − tpi ),

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p) = sup
z(·)∈Zp(z0,Up,∆p)

T ε
l,3−l(z(·)).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò T̂l,3−l äëÿ E.
Äëÿ ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè óêëîíåíèÿ Ue : Zi

l → Ue ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðàçáèåíèÿ ∆e è ìíîæåñòâà ïîøàãîâûõ äâèæåíèé Ze(z

0,Ue, ∆e)

îïòèìàëüíîå âðåìÿ óêëîíåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

T̂l,3−l(z
0) = lim

ε→+0
T̂ ε

l,3−l(z
0), (2.4)

1Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãèÿìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
P â ëþáîì ñîñòîÿíèè çíàåò òî ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå âûáðàë E íà
áóäóùåì ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè.
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ãäå T̂ ε
l,3−l(z

0) = max
Ue

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue),

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue) = lim
|∆e|→+0

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue, ∆e), |∆e| = sup
i∈N

(tei+1 − tei ),

T̂ ε
l,3−l(z

0,Ue, ∆e) = inf
z(·)∈Ze(z0,Ue,∆e)

T ε
l,3−l(z(·)).

Äëÿ ëþáûõ ïàð ñòðàòåãèé (Up,Ue) è ðàçáèåíèé (∆p, ∆e) ìîæíî îïðå-
äåëèòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîøàãîâûõ äâèæåíèé Z(z0,Up,Ue, ∆p, ∆e)

= Zp(z
0,Up, ∆p) ∩ Ze(z

0,Ue, ∆e). Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Ť ε
l,3−l(z

0,Up, ∆p) ≥ T ε
l,3−l(z(·)) ≥ T̂ ε

l,3−l(z
0,Ue, ∆e), (2.5)

z(·) ∈ Z(z0,Up,Ue, ∆p, ∆e). Ïîýòîìó

Ťl,3−l(z
0) ≥ T̂l,3−l(z

0), ∀z0. (2.6)

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà Ťl,3−l è T̂l,3−l ôóíêöèÿ Tl,3−l : Z → R+, êîòîðàÿ â
êàæäîì ñîñòîÿíèè ïðèíèìàåò èõ îáùåå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé öåíû èãðû ΓI

l,3−l, l ∈ L.

3. Èññëåäîâàíèå ΓΓΓI
1,2

3.1. Îñíîâíîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
Ïóñòü H(z, up, ue, λ) = λp · up + λ1 · u1 + λ2 · u2 + 1, ãäå λ = (λp, λe),

λe = (λ1, λ2), λj ∈ R2, j ∈ J . Äëÿ ΓI
1,2 âûïîëíåíî óñëîâèå Àéçåêñà

H∗(z, λ) = min
up∈Up

max
ue∈Ue

H(z, up, ue, λ) = max
ue∈Ue

min
up∈Up

H(z, up, ue, λ), (3.1)

ãäå H∗(z, λ) = −||λp||+ β1||λ1||+ β2||λ2||+ 1, è îñíîâíîå óðàâíåíèå [3]
èìååò âèä

H∗(z, λ) = 0, (3.2)
åñëè â êà÷åñòâå ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé λ âûñòóïàåò ãðàäèåíò ôóíê-
öèè öåíû T1,2. Ïðè λ 6= 0 ïðåäñòðàòåãèè [8] çàâèñÿò òîëüêî îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ,

up(λp) = −λp/||λp||, ul(λl) = βlλl/||λl||, l ∈ L, (3.3)

à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ êàê

żp = −λp/||λp||, żl = βlλl/||λl||, l ∈ L, λ̇j = 0, j ∈ J. (3.4)
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Åñëè æå λj0 = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j0 ∈ J , òî ïðåäñòðàòåãèÿ uj0(λj0)

ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò â
ãàìèëüòîíèàíå H∗, à óðàâíåíèå � â (3.4).

3.2. Äåêîìïîçèöèÿ èãðîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü V : Z → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-

åò (3.2) è (3.4), à òàêæå óñëîâèÿì V (zf ) = K(zf ) = ||zf
2 −zf

p ||/(1−β2),
∀zf ∈ Zf

1 , è Vz(h(s)) · hs(s) = Kz(h(s)) · hs(s), ãäå z = h(s), s ∈ S,
� ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òîé ÷àñòè ∂Zf

l , êîòîðàÿ ñîñòîèò
èç òåðìèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé, z2 6= zp. Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèÿìè èç [4,18] â
èãðå ΓI

1,2 íàçîâåì îáëàñòü Zr
1 ⊂ Zi

1 ðåãóëÿðíîé (çäåñü è äàëåå îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè V ), åñëè

• V ∈ C2(Zr
1) è H∗ ∈ C2(Zr

1×Λr), ãäå Λr � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà {λ : λ = Vz(z), z ∈ Zr

1},

• õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå z∗(·) è λ∗(·) = Vz(z(·)), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ëþáóþ çàäàí-
íóþ òî÷êó (z∗(0), λ∗(0)), z∗(0) ∈ Zr

1 è λ∗(0) = Vz(z(0)) ∈ Λr.

Ñîñòîÿíèå z ∈ Zi
1 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò

íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Zr
1 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå

íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ñèíãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-
øèì, åñëè

• ñóùåñòâóåò åãî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü N , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå N−∪S∪N+, ãäå S � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü, à N− è N+ � ðåãóëÿðíûå îáëàñòè,

• ãðàäèåíò Vz ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåí èç N− è N+ íà
S.

Ïðîñòåéøèå ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè � ãëàäêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè,
êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïðîñòåéøèõ ñèíãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèé.

Âäîëü ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü H∗ èëè
V . Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ è êëàññèôèêàöèè
ñèíãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé [3,4,15,18]. Ïðèìåðàìè ïðîñòåéøèõ ñèí-
ãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ðàññåèâàþùèå è ðàçäåëÿþùèå. Èç
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êàæäîé òî÷êè ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè ïîä íåíóëåâûì óãëîì ê
íåé âûõîäÿò äâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ.
Ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
òðàåêòîðèåé èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà, ÷åðåç ñîñòîÿíèÿ íà êîòîðîé íå
ïðîõîäÿò õàðàêòåðèñòèêè èç äðóãèõ ñåìåéñòâ.

3.3. Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïëà-
òû íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèÿõ

Îïèøåì êîðîòêî ðåçóëüòàòû ñèíòåçà ïîëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ïëàòû äëÿ íèõ [11,
14], èñïîëüçóÿ ðåäóöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå
z ∈ Zi

1 ïðîåöèðóåòñÿ â (d1, d2, γ), ãäå d1 > R è d2 > 0 � ðàññòîÿíèÿ
îò P äî E1 è E2, à −π < γ ≤ π � óãîë ìåæäó ëó÷àìè PE1 è PE2.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà èñïîëüçóåòñÿ óãîë α ìåæäó âñïîìîãàòåëüíîé
îñüþ è îñüþ àáñöèññ, è âñå óãëû ϕΓ

1 , ψΓ
1 è ψΓ

2 , îïðåäåëÿþùèå íàïðàâ-
ëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ äâèæåíèé P , E1 è E2 ïðè çàäàííûõ d1

è α, îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé îñè; ñì. ðèñ. 1�3 (a);
τ1,2 � ìîìåíò R-âñòðå÷è, P è E1; σ1 = d1/R. Â ñîñòîÿíèÿõ z ∈ Zi

1, ãäå
Vz1(z) 6= 0, îñíîâíîå óðàâíåíèå (3.2) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ
óïðàâëåíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ϕΓ
1 = arcsin β1σ

−1
1 sin α,

ψΓ
1 = arcsin σ−1

1 sin α,

ψΓ
2 = 2ψΓ

1 + ϕΓ
1 .

(3.5)

Îíè â ÷àñòíîñòè îçíà÷àþò, ÷òî íà ïåðâîì ýòàïå P ¾ïðèöåëèâàåòñÿ¿
âäîëü ôèêñèðîâàííîãî ëó÷à â òî÷êó íà îâàëå Äåêàðòà, à íà âòîðîì
ýòàïå äâèæåòñÿ ïî îòðàæåííîìó ëó÷ó äî ìîìåíòà òî÷å÷íîé âñòðå÷è
ñ E2. Ïðè ýòîì óãîë óãîë ïàäåíèÿ ïåðâîãî ëó÷à îêàçûâàåòñÿ ðàâåí
óãëó îòðàæåíèÿ âòîðîãî.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé (3.5) ñèíòå-
çèðóåòñÿ ïîëå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, âûäåëÿþòñÿ ðåãóëÿð-
íûå îáëàñòè è ðàçäåëÿþùèå èõ ñèíãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè. Íà ðèñ. 1�3
(b) è (c) èçîáðàæåíû ïðîåêöèè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ òðàåêòîðèé.
Íà ðèñ. 1 (c) ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ ðàññåèâàþùåé
ïîâåðõíîñòè D1,2, ãäå âñå èãðîêè èìåþò âîçìîæíîñòü ìãíîâåííîãî
âûáîðà îäíîãî èç äâóõ ðàâíîöåííûõ âàðèàíòîâ. Íà ðèñ. 2 (c) ñîñòî-
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ÿíèå, â êîòîðîì E2 = E1, à íà ðèñ. 3 (c) îáëàñòü ZII
1,2 � ýòî ïðî-

åêöèè ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ V (z) = ||z2 − zp||/(1 − β2) è,
ñëåäîâàòåëüíî, Vz1(z) = 0. Ïðè ýòîì ZII

1,2 îãðàíè÷åíà ÷àñòÿìè äâóõ
ëó÷åé |y| = tg

(
ϕΓ

1 − α∗
)
x, x ≥ 0, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåê-

öèè ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé è êðèâîé, èìåþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå

(x, y) = d1
sin(ψΓ

1 − α) sin(ψΓ
2 − ϕΓ

1 )

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 ) sin(ψΓ
2 − α)

e
(
ψΓ

1 − α
)
, α ∈ A1,2,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ðàññåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè D′
1,2; α∗ =

arcsin σ1; e(a) = (cos(a), sin(a));

A1,2 =





{α : |α| < arcsin σ1

√
(4− (β1 + σ1)2) /(1− β1σ1)/2},

åñëè σ1 < β1

{α : |α| ≤ α∗}, åñëè σ1 ≥ β1.

(3.6)

Åñëè â ñîñòîÿíèè z ∈ Zi
1, êîòîðîå èìååò ðåäóöèðîâàííûå êîîðäè-

íàòû (d1, d2, γ), õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äâèæåíèÿ èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ
óãëàìè (3.5) ïðè α ∈ A1,2, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèÿì

sgn α = − sgn γ,

d1 sin(ψΓ
1 − α) sin(ψΓ

2 − ϕΓ
1 )− d2 sin(ψΓ

1 − ϕΓ
1 ) sin(ψΓ

2 − α− γ) = 0,

(3.7)

òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ôóíêöèîíàë
ïëàòû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

V (z) =
d2

1− β2

sin(ψΓ
2 − ψΓ

1 − α− γ)

sin ψΓ
1

. (3.8)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ñîñòîÿíèå z ðåãóëÿðíî, òî ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå V ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Vzp(z) =
1

1− β2

sin(ψΓ
1 + ϕΓ

1 )

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 )
e(ϕΓ

1 ),

Vz1(z) =
2

β1(1− β2)

sin ϕΓ
1 cos ψΓ

1

sin(ψΓ
1 − ϕΓ

1 )
e(ψΓ

1 ),

Vz2(z) =
1

1− β2

e(ψΓ
2 + π).

(3.9)
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(a)

P

P τ1,2

E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1
α ψ1 ψ2

x

y

x′

γ

P E1

(b)

(c)

P E1 D1,2

Ðèñóíîê 1. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 < β1
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(a)

P P τ1,2=E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1=α
ψ1

ψ2

x

y

x′

γ

(b)

P E1

(c)

P E1

Ðèñóíîê 2. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 = β1



112 È.È. Øåâ÷åíêî

P
P τ1,2

E1

E
τ1,2

1

E2

ϕ1
α

ψ1 ψ2

x

y

x′

γ

(a)

P E1

(b)

D′
1,2

P E1 ZII
1,2

(c)

Ðèñóíîê 3. Ãåîìåòðèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåñëåäîâàíèÿ â èãðå ΓI
1,2 (a) è

ïðîåêöèè ïîëåé îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé P , E1 (b), E2 (c) ïðè
σ1 > β1



Ïîî÷åðåäíîå ïðåñëåäîâàíèå 113

3.4. Ãàðàíòèðóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè V

Ñ ôóíêöèåé V : Z → R+ ñâÿçàíà äåêîìïîçèöèÿ èãðîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òîëüêî ðàññåèâàþùèå è ðàçäåëÿþùèå
ïîâåðõíîñòè; ñì. ðèñ. 1�3 (c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U∗p (z, ue) äèñêðèìèíè-
ðóþùóþ ïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþ ïðåñëåäîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäïèñû-
âàåò P äâèæåíèå â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííîì îòíî-
ñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ (zp, z1 +β1u1/||u1||δt, z2 +β2u2/||u2||δt), ïîä óãëîì
ϕΓ

p ê âñïîìîãàòåëüíîé îñè ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ; δt → +0. Ïóñòü
òàêæå U∗e (z) � ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ óêëîíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäïèñû-
âàåò äâèæåíèÿ E1 è E2 â ðåäóöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííîì
îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ z, ïîä óãëàìè ψΓ

1 è ψΓ
2 +π ê âñïîìîãàòåëüíîé

îñè íà ñêîðîñòÿõ β1 è β2; ñì. ðèñ. 1-3 (à).

Òåîðåìà 3.1. V ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé öåíû èãðû ΓI
1,2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì Ť ε
1,2(z

0,U∗p , ∆p) äëÿ çàäàííûõ z(0) = z0, ∆p

è ε. Ïîñêîëüêó V äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì,
V (z(tpi+1))− V (z(tpi )) = ∂υi

V (z(tpi ))δt
p
i + o(δtpi ), (3.10)

ãäå tpi+1 = tpi +δtpi , z(tpi+1) = z(tpi )+υiδt
p
i , υi ∈ Υi = co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)},

i = 0, 1, . . . . Ïðè ýòîì âñåãäà íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî z(tpn) ∈ Zf,ε, ïî-
ñêîëüêó, èñïîëüçóÿ U∗p , íà êàæäîì èíòåðâàëå P ñîêðàùàåò ðàññòîÿíèå
äî E1.

Åñëè z(tpi ) � ðåãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå, òî ∂υi
V (z(tpi )) = Vz(z(tpi ))υi.

Ïóñòü z(tpi ) � ñèíãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå è N � åãî îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå N−∪S ∪N+, ãäå S � ðàññåèâàþùàÿ
èëè ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü; ñì. ðèñ. 1-3 (ñ). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç V − è V + ãëàäêèå ñóæåíèÿ ôóíêöèè V íà N− è N+. Åñëè âäîëü
âåêòîðà äâèæåíèÿ υi ∈ Υi ñîñòîÿíèå z(tpi ) ïåðåâîäèòñÿ â z(tpi+1), êî-
òîðîå ëåæèò â N− èëè N+, òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂υi

V (z(tpi )) ðàâíà
V −

z (z(tpi ))υi èëè V +
z (z(tpi ))υi. Â ëþáîì ñëó÷àå (ñì. ìàêñèìèííóþ ÷àñòü

(3.1) è îñíîâíîå óðàâíåíèå (3.2))
∂υi

V (z(tpi )) ≤ −1, ∀υi ∈ Υi. (3.11)
Äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (3.11). Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè U∗p âàðèàíòû äâèæåíèÿ âäîëü ðàññåèâàþùèõ ïîâåðõíî-
ñòåé D1,2 èëè D′

1,2 èñêëþ÷àþòñÿ.
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Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè (3.10), ñ ó÷åòîì (3.11) ïîëó÷àåì
îöåíêó V (z0) ≥ Ť ε

1,2(z
0,U∗p , ∆p) + o(|∆p|). Óñòðåìëÿÿ ñíà÷àëà |∆p|, à

çàòåì ε ê íóëþ, èìååì

V (z0) ≥ Ť1,2(z
0,U∗p ). (3.12)

Ïðè÷åì Ť1,2(z
0,U∗p ) ïðåäñòàâëÿåò íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðå-

çóëüòàò äëÿ P , ò.ê. (ñì. ìèíèìàêñíóþ ÷àñòü (3.1) è îñíîâíîå óðàâ-
íåíèå (3.2))

∂υi
V (z(tpi )) ≥ −1, ∀υi ∈ co{(Up(z(tpi ), Ue), Ue)}, ∀Up,

à, ñëåäîâàòåëüíî, Ť1,2(z
0,Up) ≥ Ť1,2(z

0,U∗p ), ∀Up.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

V (z0) ≤ T̂1,2(z
0,U∗e ), (3.13)

è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî U∗e îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé
ðåçóëüòàò äëÿ E. Íåðàâåíñòâî (2.6) âìåñòå (3.12) è (3.13) îçíà÷àåò,
÷òî V (z0) = Ť1,2(z

0,U∗p ) = T̂1,2(z
0,U∗e ) = T1,2(z

0).

4. Çàêëþ÷åíèå
Â ðåãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ãðàäèåíò ïîñòðîåííîé ôóíêöèè V ÷åðåç

ïðåäñòðàòåãèè îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèé èãðîêîâ âäîëü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ΓI

2,1. Îäíàêî â èññëåäîâàííîé ìîäåëè
ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êëàññà äèñêðèìèíèðóþùèõ
ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ïðåñëåäîâàíèÿ, êàê â ñèíãóëÿðíûõ, òàê è ðå-
ãóëÿðíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ðàñïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé îá
óïðàâëåíèè E íà áóäóùåì ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè, P ãàðàíòèðóåò â
êàæäîì ñîñòîÿíèè äâèæåíèå âäîëü íàïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî
òðåáóåìûé çíàê ãàìèëüòîíèàíó; ñì., íàïðèìåð, (3.2). Íà ñàìîì äå-
ëå äëÿ òîãî, ÷òîáû â îïèñàííîé ñõåìå ñôîðìèðîâàòü óïðàâëåíèå íà
ïåðèîä [tj, tj+1), êîòîðîå îáåñïå÷èò áëèçêèé ê ïîëó÷åííîìó ãàðàíòè-
ðîâàííûé ðåçóëüòàò, P ìîæåò ïðîñòî èñïîëüçîâàòü íå ¾ïðåäñêàçàí-
íîå¿ ñîñòîÿíèå (zp(tj), z1(tj) + β1u1/||u1||δtj, z2(tj) + β2u2/||u2||δtj), à
(zp(tj), ze(tj−1)).

Â Γ1,2 ñëó÷àé òî÷å÷íîãî çàõâàòà îáîèõ óáåãàþùèõ [1,7,10,14,16]
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ïðè R → +0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ΓI
2,1 ñîâïàäàåò ñ èãðîé ΓI

1,2, â êîòîðîé E1 è E2 ìå-
íÿþòñÿ ðîëÿìè. Êðîìå ýòîãî, ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
ΓI

1,2 ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå ìîäåëåé, ãäå äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íîìåð óáåãàþùåãî äëÿ ïåðâîî÷åðåä-
íîé R-âñòðå÷è íå ôèêñèðóåòñÿ, à îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ
èãðû [1,7,14,16].
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TIME-OPTIMAL PURSUIT OF TWO EVADERS IN
GIVEN SUCCESSION

Igor I. Shevchenko, TINRO-Center, Far East Federal University,
associate professor (igor@tinro.ru).

Abstract : The paper studies two games, Γ1,2 and Γ2,1, of a faster pursuer
P and two slower evaders E1 and E2 controlled by a player E. P , E1

and E2 move in the plane with simple motions. In Γl,3−l, P strives to
approach El, and then capture E3−l in minimum total time, l ∈ {1, 2}.
Γl,3−l models tactic operations where E sets a decoy to seduce P to follow
it, and P is to construct a pursuit strategy and evaluate a guaranteed
total time needed to reclassify the decoy (El) and to seize the real target
(E3−l). Γl,3−l is divided into two stages. The second stage is a simple
pursuit game ΓII

l,3−l with a known solution. At the �rst stage ΓI
l,3−l, the

payo� is equal to the sum of the duration and the value of ΓII
l,3−l at the

terminal state. We analyze ΓI
1,2 in detail using the classic characteristics

for Isaacs-Bellman equation.

Keywords : Isaacs' approach, discriminating feedback strategies, singular
surfaces, directionally di�erentiable value function, decoy.
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ñòðîêó. Íóìåðàöèÿ äâîéíàÿ ïî ðàçäåëàì: (1.1) � â ðàçäåëå 1; (2.1) �
â ðàçäåëå 2, è ò.ä. ∫ 1

0

x dx =
1

2
. (2.1)

Íóìåðàöèÿ òåîðåì, îïðåäåëåíèé, ñëåäñòâèé è ò.ä. � äâîéíàÿ ïî
ðàçäåëàì àðàáñêèìè öèôðàìè.

Òåîðåìà 2.1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëèðîâêà äîêàçàòåëüñòâà.

a = b . (2.2)

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Ïîäðàçäåëû äîëæíû áûòü âûäåëåíû äâîéíîé íóìåðàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ôîðìóëèðîâêà çàìå÷àíèÿ.

3. Òàáëèöû
×èñëîâîé ìàòåðèàë ñëåäóåò ïðåäñòàâëÿòü â ôîðìå òàáëèöû. Âñå

òàáëèöû äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû ñêâîçíîé íóìåðàöèåé àðàá-
ñêèìè öèôðàìè. Ïîñëå íîìåðà ìîæåò áûòü óêàçàíî íàçâàíèå òàáëè-
öû.1

Òàáëèöà 1.
1 2 3
4 5 6

4. Ðèñóíêè
Ðèñóíêè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â õîðîøåì êà÷åñòâå, ïðåèìó-

ùåñòâåííî â ôîðìàòå .eps. Íóìåðàöèÿ ðèñóíêîâ ñêâîçíàÿ. Êàæäûé
ðèñóíîê äîëæåí èìåòü ïîäïèñü.

1ñíîñêè èç òåêñòà íóìåðóþòñÿ ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ
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