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Рассматривается транспортная модель на сети с заданными
на ней функциями затрат и пропускных способностей ребер. В
фиксированных вершинах сети M располагаются m игроков,
которые стремятся пропустить поток заранее заданной мощ-
ности из вершин M в некоторый фиксированный узел сети
с минимальными затратами. Построено семейство равновесий
по Нэшу. Рассмотрен кооперативный вариант игры. Предло-
жено два варианта построения характеристической функции,
основанные на алгоритмах, ранее использованных для постро-
ения ситуаций равновесия. Во второй части работы рассмот-
рена модель, в которой игроки не могут делить между собой
пропускные способности ребер.
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1. Модель

Введем понятие сети, на которой происходит игра.

Определение 1.1. Обозначим через Γ = 〈N, f, g〉 сеть с функцией
пропускной способности f и функцией затрат g, где N – конечное
множество, называемое множеством вершин сети (|N | = n).

Функция f : N × N → R1
+ называется пропускной способностью

сети. Здесь f(x, y) = f(y, x) ≥ 0, x ∈ N, y ∈ N – пропускная способ-
ность ребра (x, y).

Функция g : N×N → R1
+ называется функцией затрат сети. Здесь

g(x, y) = g(y, x) ≥ 0, x ∈ N, y ∈ N – затраты на пропускание по ребру
(x, y) единицы потока.

Заметим, что сеть Γ = 〈N, f, g〉 определяет неориентированный
граф Γ̄ = 〈N,G〉, где G = {(x, y)|f(x, y) > 0} – множество ребер гра-
фа Γ̄. Если f(x, y) = 0, то (x, y) /∈ G, т.е. ребро (x, y) в сети Γ =

= 〈N, f, g〉 отсутствует.
Введем определение потока в сети:

Определение 1.2. Функция u : N × N → R1, определенная на
(x, y) ∈ N × N , называется потоком в сети Γ, если она удовле-
творяет следующим свойствам:

• кососимметричность потока: u(x, y) = −u(y, x) для любой па-
ры (x, y) ∈ N ×N .

• допустимость потока: u(x, y) ≤ f(x, y) для любой пары (x, y) ∈
∈ N ×N .

• условие сохранения потока:
∑
y

u(x, y) = 0 для всех x кроме s, s
′,

где s – исток, а s
′ – сток сети Γ

Введем понятия истока и стока сети:

Определение 1.3. Вершина s ∈ N называется истоком сети Γ, ес-
ли для любого нетривиального потока w выполнено:
w(s,N) =

∑
x∈N

w(s, x) > 0.
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Определение 1.4. Вершина s
′ ∈ N называется стоком сети Γ, ес-

ли для любого нетривиального потока u выполнено:
u(N, s

′
) =

∑
x∈N

u(x, s
′
) < 0.

Определение 1.5. Величина u(s,N) = u(N, s
′
) называется мощно-

стью потока u.

Замечание. Если в сети присутствует несколько истоков s1, s2, . . .

и стоков s
′
1, s

′
2, . . ., то будем говорить только о мощности потоков, ис-

ходящих из соответствующих истоков: u1(s1, N), u2(s2, N), . . . и вхо-
дящих в соответствующие стоки: u

′
1(N, s

′
1), u

′
2(N, s

′
2), . . . либо о мощ-

ности суммарного потока:
∑
i

ui(si, N) =
∑
j

u
′
j(N, s

′
j).

Опишем транспортную игру n лиц на сети Γ. Транспортная игра
G представляет собой набор G = 〈Γ,M, s(x), s

′〉, где Γ – сеть, M =

{1, 2, . . . , m} – множество игроков, {s(i)} , i ∈ M – множество истоков
сети Γ, в которых расположены игроки, s

′ – сток сети Γ. Заметим
также, что несколько игроков могут находиться в одной и той же
вершине сети.

Каждый игрок i стремится пропустить поток заранее заданной
мощности (pi) из истока s(i) в сток s

′ . Таким образом, под стратегией
игрока i будем понимать любой поток ui(s(i), s

′
) мощности pi. Множе-

ство всех стратегий игрока обозначим через U i = {ui}, i = 1, . . . , m.
Ситуации u = (u1, . . . , ui, . . . , um), u1 ∈ U1, . . . , um ∈ Um называ-

ются допустимыми в игре G, если
m∑

i=1

ui(xj, xk) ≤ f(xj, xk),∀xj, xk ∈
N . Множество всех допустимых ситуаций обозначим через U .

Для простоты будем в дальнейшем рассматривать только те се-
ти, в которых суммарный поток всех игроков не больше пропускной
способности минимального сечения сети.

Определим функцию затрат в игре.
Для каждой ситуации u = (u1, . . . , ui, . . . , um) ∈ U определим за-

траты игрока i в игре G в следующем виде:

Ki(u) =
∑

j,k∈N

ui(xj, xk)g(xj, xk) = k(ui).

Таким образом, затраты каждого игрока в игре G равны затра-
там на поддержание потока ui. Здесь мы видим, что затраты игрока
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i зависят от его стратегии ui, а также от стратегий других игроков,
поскольку суммарное значение потоков всех игроков для каждого
ребра сети не должно превышать значения его пропускной способ-
ности. Поэтому в некоторых случаях, когда это не будет приводить
к недоразумениям, мы вместо Ki(u) будем использовать обозначение
k(ui), означающее затраты игрока i на поддержание потока ui.

Определение 1.6. Ситуация ū = (ū1, . . . , ūm) называется ситуа-
цией условного равновесия по Нэшу (см. [2]) в G, если имеет место
Ki(ū ‖ ui) ≥ Ki(ū), для всех допустимых ситуаций (ū ‖ ui), т.е. для
всех (ū ‖ ui) ∈ U и i ∈ M .

Здесь под (ū ‖ ui) понимается ситуация ū, в которой только игрок
i отклонился от своей стратегии ūi.

Построение класса ситуаций условного равновесия в игре G.
Пусть π – некоторая перестановка чисел 1, . . . , m, π = (i1, . . . , im).

Рассмотрим вспомогательную задачу на сети Γ для игрока i1. Найдем
поток в сети Γ, минимизирующий затраты игрока i1 на поддержание
потока ui1 . Обозначим поток, решающий эту задачу, через ūi1 , т.е.

k(ūi1) = min
ui1

∈U1
k(ui1).

Введем в рассмотрение подсеть сети Γ со следующими значениями
пропускной способности ребер:

fi1(xk, xj) = f(xk, xj)− ūi1(xk, xj),∀xk, xj ∈ N.

Обозначим ее через Γi1 .
Рассмотрим вспомогательную транспортную задачу для игрока i2

на сети Γi1 . Найдем поток в подсети Γi1 , минимизирующий затраты
игрока i2 на поддержание потока ui2 . Обозначим поток, решающий
эту задачу, через ūi2 , т.е.

k(ūi2) = min
ui2

∈U2
k(ui2).

Действуя далее аналогичным образом введем в рассмотрение под-
сеть сети Γ со следующими пропускными способностями:

fis(xk, xj) = fis−1(xk, xj)− ūis(xk, xj), ∀xk, xj ∈ N.
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Обозначим ее через Γis−1 .
Рассмотрим вспомогательную транспортную задачу для игрока is

на сети Γis−1 . Найдем поток в подсети Γis−1 , минимизирующий затра-
ты игрока is на поддержание потока uis . Обозначим поток, решаю-
щий эту задачу, через ūis , т.е.

k(ūis) = min
uis∈Us

k(uis).

В результате мы получаем последовательность потоков ūi1 , . . . , ūim ,
минимизирующих затраты игроков i1, . . . , im на Γi1 , . . . , Γim−1 .

Очевидно, что ситуация (ūi1 , . . . , ūis , . . . , ūim) = ū(π) ∈ H, являет-
ся допустимой в G по построению.

Теорема 1.1. Ситуация ū(π) ∈ U является ситуацией условного
равновесия по Нэшу в G при любой перестановке π.

Доказательство. Рассмотрим ситуацию (ū(π) ‖ uim), где uim 6= ūim ,
uim ∈ U im , (ū(π) ‖ uim) ∈ U . По построению ūim определяется из
условия

k(ūim) = min
uim∈U im

k(uim),

однако ситуация (ū(π) ‖ uim) допустима и поэтому k(ūim) ≤ k(uim) =

= Kim((ū(π) ‖ uim)), однако k(ūim) = Kim(ū(π)), и мы имеем Kim(ū(π))

≤ Kim((ū(π) ‖ uim)) для всех (ū(π) ‖ uim) ∈ U , что и доказывает тео-
рему.

Теорема 1.1. указывает на богатое семейство ситуаций равновесия
в чистых стратегиях в G в зависимости от перестановки π. Таким об-
разом, в G имеем по крайней мере n! ситуаций равновесия в чистых
стратегиях. Среди которых, впрочем, могут быть и одинаковые си-
туации.

Определение 1.7. Ситуация условного равновесия по Нэшу ū(π̂)

называется кооперативным равновесием, если

m∑
i=1

Ki(ū(π̂)) = min
π

m∑
i=1

Ki(ū(π)) = W. (1.1)



106 И.А. Серяков

Определение 1.8. Ситуация условного равновесия по Нэшу

u∗ = ((u1)
∗, . . . , (um)∗)

в G называется сильным условным равновесием, если для любой ко-
алиции S ⊂ M найдется игрок j ∈ S, такой, что

kj(u
∗ ‖ uS) ≥ kj(u

∗),

где uS – набор стратегий игроков из S, т.е. uS = {ui, i ∈ S}, а ситу-
ация (u∗ ‖ uS) – допустимая ситуация, в которой элементы (ui)

∗

заменены на (ui) при i ∈ S.

Теорема 1.2. Ситуация ū(π) для любого π является ситуацией
сильного условного равновесия по Нэшу в G.

Доказательство. Покажем, что для любой коалиции S ⊂ M най-
дется игрок j ∈ S, для которого имеет место

Kj(ū(π) ‖ uS) ≥ Kj(u
∗(π)).

Таким игроком является игрок, имеющий наименьший номер в
перестановке π и принадлежащий коалиции S. Пусть это игрок i1.
Стратегия ūi1 определяется из условия

k(ūi1) = min
ui1

∈U i1

k(ui1),

поэтому

Ki1(ū(π)) = k(ūi1) ≤ k(ui1) = Ki1(ū(π) ‖ uS), i1 ∈ S,

и теорема доказана.

2. Кооперативная игра

Для построения кооперативного варианта G = 〈Γ,M, s(x), s
′〉, ко-

торую мы будем обозначать через Gc = 〈Γ,M, s(x), s
′〉 необходимо

построить характеристическую функцию игры (см. [7]). Для этого
воспользуемся понятием кооперативного равновесия ū (см. [6]).
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Обозначим через ϑ(S), S ⊂ M характеристическую функцию иг-
ры. Полагаем

ϑ(M) = W = min
π

m∑
i=1

Ki(ū(π)) =
m∑

i=1

k(ˆ̄ui(ˆ̄π)).

Пусть S ⊂ M . Наихудшие условия для коалиции S могут возник-
нуть в том случае, если игроки из S находятся на последних местах
перестановки π. Обозначим через P (S) множество всех перестановок
π, у которых игроки из S находятся на последних |S| местах (здесь
|S| число элементов коалиции S).

Полагаем

ϑ(S) = min
π∈P (S)

∑
i∈S

Ki(ūi(π)) =
∑
i∈S

k(ui(π̂s)).

При такой постановке коалиция M \ S играет за себя и не играет
против коалиции S, а коалиция S, оказавшись в худшем для себя по-
ложении (в последних местах перестановки S), минимизирует свои
затраты. Если предположить рациональность игроков из M \ S и S,
такое представление ϑ(S) может быть интерпретировано как мини-
мальные гарантированные потери коалиции S.

3. Модель с запретом на пересечение

Введем в рассмотрение модель игры G
′ , основанную на рассмот-

ренной выше модели игры G, только с дополнительным ограничени-
ем: значение потока для одного и того же ребра у разных игроков не
может быть положительным для обоих игроков.

Данная модель аналогична модели игры описанной в статье
Л.А. Петросяна «Одна транспортная теоретико-игровая модель на
сети». Разница лишь в том, что в данной модели игроки направляют
поток заданной мощности в фиксированную вершину сети с мини-
мальными затратами, а в работе [6] игроки искали наименее затрат-
ный путь в фиксированную вершину сети. Но в общем, хотя модели
и различны, результаты похожи. Рассмотрим игру подробнее:

Будем говорить, что потоки u
′ и u

′′ не пересекаются, и писать
u
′ ∩ u

′′
= ∅, если для всех u

′
(xk, xj) и u

′′
(xk, xj)xk ∈ N, xj ∈ N имеет

место: либо значения этих величин равны нулю, либо, если значение
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одного из них положительно, то значение другого равно нулю. В про-
тивном случае, если значения обоих величин положительны, будем
говорить, что потоки пересекаются. Ситуации u = (u1, . . . , ui, . . . , um)

называются допустимыми в игре G
′ , если uj∩uk = ∅, ∀j, k ∈ M . Мно-

жество всех допустимых стратегий обозначим через U .
Определим функцию затрат в игре.
Для каждой ситуации u = (u1, . . . , ui, . . . , um) ∈ U определим за-

траты игрока i в следующем виде:

Ki(u) =
∑

j,k∈N

ui(xj, xk)g(xj, xk) = k(ui).

Таким образом, затраты каждого игрока в игре G
′ равны затра-

там на поддержание потока ui.
Равновесие по Нэшу в игре G

′ .

Определение 3.1. Ситуация ū = (ū1, . . . , ūm) называется ситуа-
цией равновесия в G

′, если имеет место Ki(ū ‖ ui) ≥ Ki(ū) для всех
допустимых ситуаций (ū ‖ ui), т.е. для всех (ū ‖ ui) ∈ U и i ∈ M .

Построение класса ситуаций равновесия в игре G
′.

Пусть π – некоторая перестановка чисел 1, . . . , n, π = (i1, . . . , im).
Рассмотрим вспомогательную задачу на сети Γ для игрока i1. Найдем
поток в сети Γ, минимизирующий затраты игрока i1 на поддержание
потока ui1 . Обозначим поток, решающий эту задачу, через ūi1 , т.е.

k(ūi1) = min
ui1

∈U1

k(ui1).

Далее, по аналогии с работой [6], вводится в рассмотрение под-
сеть Γi1сети Γ, не содержащая ребер, для которых значение пото-
ка положительно (т.е. ребер, которыми воспользовался игрок i1). И
рассматриваем аналогичную транспортную задачу для следующего
игрока в перестановке на сети Γi1 .

В результате мы получаем последовательность потоков ūi1 , . . . , ūim ,
минимизирующих затраты игроков i1, . . . , im на Γi1 , . . . , Γim−1 .

Последовательность потоков ūi1 , . . . , ūis , . . . , ūim по построению со-
стоит из попарно непересекающихся потоков, и каждый из потоков
ūil ∈ Uil , l = 1, . . . ,m. Следовательно, ситуация (ūi1 , . . . , ūis , . . . , ūim) =

= ū(π) ∈ U , т.е. является допустимой в G
′ .
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Теорема 3.1. Ситуация ū(π) ∈ U является ситуацией равновесия
в G

′ при любой перестановке π.

Определение 3.2. Ситуация равновесия по Нэшу ū(π̂) называется
условно кооперативным равновесием, если

m∑
i=1

Ki(ū(π̂)) = min
π

m∑
i=1

Ki(ū(π)) = W. (3.1)

Определение 3.3. Ситуация равновесия по Нэшу

u∗ = ((u1)
∗, . . . , (um)∗)

в G называется сильным равновесием, если для любой коалиции S ⊂
⊂ M найдется игрок j ∈ S, такой, что

kj(u
∗ ‖ uS) ≥ kj(u

∗),

где uS – набор стратегий игроков из S, т.е. uS = {ui, i ∈ S}, а ситу-
ация (u∗ ‖ uS) – допустимая ситуация, в которой элементы (ui)

∗

заменены на (ui) при i ∈ S.

Теорема 3.2. Ситуация ū(π) для любого π является ситуацией
сильного равновесия по Нэшу в G

′.

Однако, в игре G
′ существуют и другие ситуации равновесия по

Нэшу. Рассмотрим ситуацию ¯̄u решающую задачу минимизации

min
u∈U

m∑
i=1

Ki(u) =
m∑

i=1

Ki(¯̄u) = V. (3.2)

Можно просто показать, что ¯̄u также является ситуацией равно-
весия по Нэшу.

Ситуацию ¯̄u назовем кооперативным равновесием в G
′ . Может

показаться, что V = W , однако как будет показано в примере ниже,
это не так.

Рассмотрим кооперативную игру для данной модели.
Так же как и в работе [6], для построения кооперативного ва-

рианта игры G
′
= 〈Γ,M, s(x), s

′〉, которую мы будем обозначать че-
рез Gc

′
= 〈Γ, M, s(x), s

′〉, необходимо построить характеристическую
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функцию игры. В данной работе мы предложим два способа по-
строения характеристической функции. В первом характеристиче-
ская функция строится с использованием условно-кооперативного
равновесия ū, в другом – с использованием кооперативного равно-
весия ¯̄u.

В первом случае получаем

ϑ1(S) = min
π∈P (S)

∑
i∈S

Ki(ūi(π)) =
∑
i∈S

k(ui(π̂s)),

где P (S) – множество всех перестановок π, у которых игроки из S

находятся на последних |S| местах.
Во втором случае полагаем, что

ϑ2(M) = V = min
u=(u1,...,um)

m∑
i=1

Ki(ui) =
m∑

i=1

k(¯̄ui).

Определим теперь ϑ2(S) для S ⊂ M . Рассмотрим множество M\S
и определим подигру Gc

′
= 〈Γ,M \ S, s(y), s

′〉, где s(y) есть множе-
ство истоков, в которых находятся игроки из M \ S в игре Gc

′
=

= 〈Γ,M, s(x), s
′〉 (оно очевидно совпадает с множеством истоков в

игре Gc
′
= 〈Γ,M \ S, s(y), s

′〉). Пусть ¯̄u(M \ S) кооперативное равно-
весие в игре Gc

′
= 〈Γ,M \ S, s(y), s

′〉. Рассмотрим теперь подигру

Gc
′
= 〈Γs, S, s(x), s

′〉,
где Γs = 〈N, f − ¯̄u(M S), g〉, и пусть ¯̄u(S) – кооперативное равновесие
в этой игре. Тогда полагаем

ϑ2(S) =
∑
i∈S

Ki(¯̄u(S)) =
∑
i∈S

k(¯̄ui(S)).

Таким образом, вычисление ϑ2(S), S ⊂ M сводится к нахождению
наименьших затрат в игре Gc

′
= 〈Γs, S, s(x), s

′〉 на подсети Γs сети
Γ. Поэтому для вычисления ϑ2(S) можно применить технику дина-
мического программирования (см. [1],[8]). Обозначим через ϑ̄2(Γs, k)

минимальные суммарные затраты в игре Gc
′

= 〈Γk, K, s(k), s
′〉, где

|K| = k и s(K) – множество стоков с игроками из K. Тогда для функ-
ции ϑ̄2(Γk, k) можно выписать функциональное уравнение (уравнение
Беллмана)

¯̄ϑ2(Γk, k) = min
u1∈Γk

[k(u1) + ¯̄ϑ2(Γk−1, k − 1)] (3.3)
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с начальным условием

¯̄ϑ2(Γ1, 1) = min
uk∈Γ1

k(uk). (3.4)

4. Пример

Рисунок 1. Игра двух лиц

В игре, изображенной на рис. 1, участвуют два игрока M = {1, 2}.
Причем игрок 1 располагается в вершине x1, а игрок 2 в вершине x8.
В скобках рядом с дугами обозначены значения функций пропускной
способности и затрат, соответственно.

f(x1, x2) = 3, f(x2, x3) = 7, f(x3, x4) = 8, f(x4, a) = 7,

f(x1, x5) = 4, f(x5, x6) = 4, f(x2, x6) = 2, f(x6, x3) = 2,

f(x7, x3) = 3, f(x7, x4) = 5, f(x7, a) = 4, f(x8, x5) = 5,

f(x9, x5) = 4, f(x9, x7) = 4,

g(x1, x2) = 2, g(x2, x3) = 0, g(x3, x4) = 2, g(x4, a) = 0,
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g(x1, x5) = 1, g(x5, x6) = 0, g(x2, x6) = 0, g(x6, x3) = 0.5,

g(x7, x3) = 0, g(x7, x4) = 1, g(x7, a) = 0, g(x8, x5) = 0,

g(x9, x5) = 2, g(x9, x7) = 1,

Рассмотрим сначала первую модель:
Для каждого игрока имеем задачу о поиске потока минимальной

стоимости, которую можно решить, используя, например, модифици-
рованный алгоритм Форда-Фалкерсона, в котором на каждом шаге
выбирается увеличивающий путь минимальной цены. Для выбора
пути можно воспользоваться алгоритмом Беллмана-Форда (см. [4]).

Вычисления показывают, что для перестановки π = {1, 2}

ū1(x1, x2) = 0, ū1(x2, x3) = 2, ū1(x3, x4) = 0, ū1(x4, a) = 0,

ū1(x1, x5) = 3, ū1(x5, x6) = 3, ū1(x2, x6) = 2, ū1(x6, x3) = 1,

ū1(x7, x3) = 3, ū1(x7, x4) = 0, ū1(x7, a) = 3, ū1(x8, x5) = 0,

ū1(x9, x5) = 0, ū1(x9, x7) = 0,

и
ū2(x1, x2) = 0, ū2(x2, x3) = 0, ū2(x3, x4) = 1, ū2(x4, a) = 2,

ū2(x1, x5) = 0, ū2(x5, x6) = 1, ū2(x2, x6) = 0, ū2(x6, x3) = 1,

ū2(x7, x3) = 0, ū2(x7, x4) = 1, ū2(x7, a) = 1, ū2(x8, x5) = 3,

ū2(x9, x5) = 2, ū2(x9, x7) = 2.

Для данных потоков

K1(ū1({1, 2})) = 3.5, K2(ū2({1, 2})) = 9.5,

K1(ū1({1, 2})) + K2(ū2({1, 2})) = 13,

для перестановки π = {2, 1}

ū1(x1, x2) = 2, ū1(x2, x3) = 2, ū1(x3, x4) = 3, ū1(x4, a) = 3,

ū1(x1, x5) = 1, ū1(x5, x6) = 1, ū1(x2, x6) = 0, ū1(x6, x3) = 1,

ū1(x7, x3) = 0, ū1(x7, x4) = 0, ū1(x7, a) = 0, ū1(x8, x5) = 0,

ū1(x9, x5) = 0, ū1(x9, x7) = 0,
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и
ū2(x1, x2) = 0, ū2(x2, x3) = 2, ū2(x3, x4) = 0, ū2(x4, a) = 0,

ū2(x1, x5) = 0, ū2(x5, x6) = 3, ū2(x2, x6) = 2, ū2(x6, x3) = 1,

ū2(x7, x3) = 3, ū2(x7, x4) = 0, ū2(x7, a) = 3, ū2(x8, x5) = 0,

ū2(x9, x5) = 0, ū2(x9, x7) = 0.

Для данных потоков

K1(ū1({2, 1})) = 0.5, K2(ū2({2, 1})) = 9.5,

K1(ū1({2, 1})) + K2(ū2({2, 1})) = 10.

Таким образом, равновесие ū({2, 1}) является условно коопера-
тивным равновесием в G и W = 10.

Теперь рассмотрим ту же задачу для второй модели:
Для каждого игрока имеем задачу о последовательном поиске

наименее затратного пути на сети Γ (shortest path problem). Для на-
хождения таких путей можно воспользоваться алгоритмом Дейкстры
(см. [5]).

Вычисления показывают, что для перестановки π = {1, 2}

ū1(x1, x2) = 1, ū1(x2, x3) = 1, ū1(x3, x4) = 0, ū1(x4, a) = 0,

ū1(x1, x5) = 2, ū1(x5, x6) = 2, ū1(x2, x6) = 2, ū1(x6, x3) = 0,

ū1(x7, x3) = 3, ū1(x7, x4) = 0, ū1(x7, a) = 3, ū1(x8, x5) = 0,

ū1(x9, x5) = 0, ū1(x9, x7) = 0,

и
ū2(x1, x2) = 0, ū2(x2, x3) = 0, ū2(x3, x4) = 0, ū2(x4, a) = 3,

ū2(x1, x5) = 0, ū2(x5, x6) = 0, ū2(x2, x6) = 0, ū2(x6, x3) = 0,

ū2(x7, x3) = 0, ū2(x7, x4) = 3, ū2(x7, a) = 0, ū2(x8, x5) = 3,

ū2(x9, x5) = 3, ū2(x9, x7) = 3.

Для данных потоков

K1(ū1({1, 2})) = 4, K2(ū2({1, 2})) = 12,

K1(ū1({1, 2})) + K2(ū2({1, 2})) = 16,
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для перестановки π = {2, 1}
ū1(x1, x2) = 0, ū1(x2, x3) = 0, ū1(x3, x4) = 0, ū1(x4, a) = 3,

ū1(x1, x5) = 0, ū1(x5, x6) = 0, ū1(x2, x6) = 0, ū1(x6, x3) = 0,

ū1(x7, x3) = 0, ū1(x7, x4) = 3, ū1(x7, a) = 0, ū1(x8, x5) = 3,

ū1(x9, x5) = 3, ū1(x9, x7) = 3,

и
ū2(x1, x2) = 0, ū2(x2, x3) = 2, ū2(x3, x4) = 0, ū2(x4, a) = 0,

ū2(x1, x5) = 0, ū2(x5, x6) = 3, ū2(x2, x6) = 2, ū2(x6, x3) = 1,

ū2(x7, x3) = 3, ū2(x7, x4) = 0, ū2(x7, a) = 3, ū2(x8, x5) = 3,

ū2(x9, x5) = 0, ū2(x9, x7) = 0.

Для данных потоков

K1(ū1({2, 1})) = 15, K2(ū2({2, 1})) = 2.5,

K1(ū1({2, 1})) + K2(ū2({2, 1})) = 17.5.

Таким образом, равновесие ū({1, 2}) является условно коопера-
тивным равновесием в G и W = 16.

Заметим, что ситуация ¯̄u в нашем примере имеет вид

¯̄u1(x1, x2) = 3, ¯̄u1(x2, x3) = 3, ¯̄u1(x3, x4) = 3, ¯̄u1(x4, a) = 3,

¯̄u1(x1, x5) = 0, ¯̄u1(x5, x6) = 0, ¯̄u1(x2, x6) = 0, ¯̄u1(x6, x3) = 0,

¯̄u1(x7, x3) = 0, ¯̄u1(x7, x4) = 0, ¯̄u1(x7, a) = 0, ¯̄u1(x8, x5) = 0,

¯̄u1(x9, x5) = 0, ¯̄u1(x9, x7) = 0,

¯̄u2(x1, x2) = 0, ¯̄u2(x2, x3) = 0, ¯̄u2(x3, x4) = 0, ¯̄u2(x4, a) = 0,

¯̄u2(x1, x5) = 0, ¯̄u2(x5, x6) = 3, ¯̄u2(x2, x6) = 0, ¯̄u2(x6, x3) = 3,

¯̄u2(x7, x3) = 3, ¯̄u2(x7, x4) = 0, ¯̄u2(x7, a) = 3, ¯̄u2(x8, x5) = 3,

¯̄u2(x9, x5) = 0, ¯̄u2(x9, x7) = 0,

и
K1(¯̄u) = 12, K2(¯̄u) = 1.5,

K1(¯̄u) + K2(¯̄u) = 13.5 < W = 16,

то есть существуют игры, где V < W .
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GAME-THEORETICAL TRANSPORTATION MODEL
WITH LIMITED TRAFFIC CAPACITIES.
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Abstract : n-person transportation game over a network G(?, R, T ) is
considered. The players are in the vertexes M of the network G. The
aim of each player is to put a predetermined flow capacity to fixed vertex
with minimal cost. The set of Nash equilibria is constructed. It is shown
that the minimum total cost is achieved in a situation of Nash equilibria.
In the second part of the paper we consider a cooperative model in which
the players can not share the capacities of the edges.

Keywords : network games, network flows, transportation model, cooperative
games.


