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МАКСИМИЗАЦИЯ ВЕРОЯТНОСТИ УСПЕХА
В ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ДВУКРАТНОЙ
ОСТАНОВКИ ДЛЯ УРНОВОЙ СХЕМЫ

А. А. Ивашко
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматривается задача оптимальной двукратной остановки в урновой схеме.
Урна содержит положительные и отрицательные шары. В каждый момент вре-
мени из урны вынимаются шары без возвращения. Значение −1 соответствует
отрицательному шару, а значение +1 — положительному. Ведется наблюде-
ние за суммой поступающих случайных величин. В работе рассматривается
задача оптимальной остановки, в которой необходимо с максимальной вероят-
ностью остановиться сначала на наименьшем значении суммы, а затем — на
наибольшем. Найдены оптимальные стратегии, а также проведено численное
моделирование для нахождения значений порогов принятия решений.

Ключ е вы е c л о в а: оптимальная остановка, выборка из урны, задача о бал-
лотировке.

A. A. Ivashko. MAXIMIZATION OF SUCCESS PROBABILITY
IN THE OPTIMAL DOUBLE STOPPING PROBLEM FOR AN
URN SCHEME
The optimal double-stopping problem for the urn scheme is considered. An urn
contains minus balls and plus balls. One draws balls from the urn sequentially one
at a time without replacement. The value −1 is attached to minus ball and value +1
to plus ball. One observes the sum of input random variables. The goal is to stop
with maximum probability first on the minimum and then on the maximum of the
sum. The optimal stopping strategies and the numerical results on decision-making
thresholds are obtained.

K e y wo r d s: optimal stopping, urn sampling, ballot problem.

Введение

В работе рассматривается следующая зада-
ча оптимальной двукратной остановки. Пусть
в урне имеется m0 отрицательных и p0 поло-
жительных шаров. Значение −1 соответствует
отрицательному шару, а значение +1 — поло-
жительному. Из урны вынимаются шары по-
следовательно по одному в каждый момент

времени без возвращения. Обозначим последо-

вательность Z0 = 0, Zn =
n∑
k=1

Xk, 1 6 n 6

m0 + p0, где Xk — значение шара, выбранного
в момент времени k. Данная последова-
тельность формирует некоторую траекторию
(см., например, рис. 1). В каждый момент
времени при выборе шара необходимо ре-
шить: остановиться или продолжить процесс
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выбора. В работе рассматривается задача
оптимальной остановки, в которой необходи-
мо с максимальной вероятностью остановить-
ся сначала на наименьшем значении траекто-
рии, а затем — на наибольшем. Такие модели
могут быть использованы, например, при при-
нятии решений о покупке-продаже финансово-
го актива в случае, если вероятность успешно-
го выбора на каждом шаге меняется.

Zn

n0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

max

min

Рис. 1. Пример траектории Zn для p0 = 8, m0 = 7

В задаче двукратной остановки необходи-
мо найти правило принятия решения, т. е. оп-
тимальные моменты остановки (σ∗, τ∗) такие,
что

P{Zσ∗= min
06n6m0+p0

Zn, Zτ∗= max
06l6m0+p0

Zl}
= sup
(σ,τ)∈C,σ<τ

P{Zσ= min
06l6m0+p0

Zl, Zτ = max
06n6m0+p0

Zn},

где C — класс всех моментов двукратной оста-
новки.

Модели с одной остановкой в урновой схе-
ме были рассмотрены в различных вариан-
тах в зависимости от целей игрока. В работе
Л. Шеппа [6] была исследована задача, в ко-
торой необходимо максимизировать значение
траектории. М. Тамаки [8] получил решение в
задаче максимизации вероятности остановки
на наибольшем значении траектории. В. Ма-
залов, М. Тамаки [5] рассмотрели вариант за-
дачи о продолжительности нахождения слу-
чайного блуждания в наилучшем состоянии.
Модели двукратной остановки последователь-
ностей одинаково распределенных случайных
величин можно найти в работах М. Л. Нико-
лаева [2], Г. Софронова и др. [7], В. В. Маза-
лова, А. А. Фалько (Ивашко) [1], А. А. Фалько
(Ивашко) [3]. В настоящей работе рассмотре-
но обобщение задачи М. Тамаки [8] на случай
двукратной остановки.

Предположим без потери общности, что
p0 > m0. Пусть из урны уже вынули k шаров.
Также известно, что в урне еще осталосьm от-
рицательных шаров и p положительных, т. е.
изначально было k + m + p = p0 + m0 шаров.
Обозначим данное состояние (m, p).

Исходная задача двукратной остановки ре-
шается в два этапа. Сначала необходимо най-

ти правило остановки траектории на макси-
мальном значении при условии, что известно
значение минимума. А затем требуется найти
значение оптимального момента остановки на
минимальном значении. В следующем разделе
приводится решение первого этапа задачи.

Принятие решения при выборе мак-
симума

Пусть наблюдатель уже остановился на ми-
нимальном значении −x в состоянии (m1, p1),
p1 > m1, x = p1−m1−(p0−m0). Для нахожде-
ния максимального значения необходимо так-
же знать значение локального максимума тра-
ектории, обозначим его y′ = p0−m0+max{m′−
p′, 0} в состоянии (m′, p′), m′ > p′ (рис. 2).
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Рис. 2. Zn для p0 = 8, m0 = 7

Введем обозначения:
v(m, p,m1, p1) — вероятность того, что в со-

стоянии (m, p) выбрано наибольшее значение
траектории, если наименьшее значение бы-
ло выбрано в состоянии (m1, p1) (вероятность
успеха в состоянии (m, p)),

s(m, p,m1, p1) — вероятность успеха при
остановке процесса выбора,

c(m, p,m1, p1) — вероятность успеха при
продолжении процесса выбора в состоянии
(m, p).

Из теории оптимальной остановки следует

v(m, p,m1, p1)=max{s(m, p,m1, p1), c(m, p,m1, p1)},

где m− p > max{m′ − p′, 0}.
При вычислении вероятности успеха при

продолжении используется правило «one-stage
look-ahead stopping policy», согласно которо-
му наблюдатель продолжает процесс выбора
до следующего локального максимума и затем
останавливается.

Для вычисления вероятности успеха при-
меняется следующая лемма [4].

Лемма 1 [Феллер] Пусть Nn,x — число тра-
екторий из начала координат в точку (n, x).
Пусть a > 0, b > 0 и −b < c < a. Число траек-
торий, ведущих в точку (n, c) и не имеющих
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общих точек с прямыми x = −b и x = a равно

∑
k∈Z

Nn,2k(a+b)+c −Nn,2k(a+b)+2a−c. (1)

Заметим, что n = p+m,x = p−m,

Nn,x =

(
p+m

p

)
=

(
n

(n+ x)/2

)
.

Выражение (1) можно переписать в виде∑
k∈Z

[(
p+m

p+ k(a+ b)

)
−
(

p+m

m+ k(a+ b) + a

)]
.

(2)
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Рис. 3. Принятие решения об остановке в состоя-
нии (m, p)

Из леммы 1 следует, что вероятность успе-
ха при остановке равна

s(m, p,m1, p1) = P ({−x− y− 1 < Zj < 1}p+m1 ),

m− p > max{m′ − p′, 0},
где y = m − p + p0 − m0 — текущее зна-
чение максимума (рис. 3). При вычислении
вероятности успеха воспользуемся леммой 1
a = 1, b = y + x + 1 = m − p + p1 − m1 + 1,
c = p−m.

s(m, p,m1, p1) =

∑
k∈Z

(
m+p
p+kr

)
−
(

m+p
m+kr+1

)
(
m+p
p

) =

=

∑
k∈Z

(
m+p
p+kr

)
−
(
m+p

p−1−kr
)

(
m+p
p

) =

=

[m

r ]∑
k=−[ p

r ]

(
m+p

p+kr

)
m−p−2kr+1

m−kr+1(
m+p
p

) ,

где y + x+ 2 = m− p+ p1 −m1 + 2 = r.
Вероятность успеха при продолжении

(рис. 4) равна

c(m, p,m1, p1) =q1(m, p)s(m, p−1,m1, p1)+

+
p∑
i=1
q2i(m, p,m1, p1)s(m−i, p−i,m1, p1),

где q1(m, p) = p
m+p .

y
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Рис. 4. Вероятность того, что траектория вернется
на уровень y через 2i шагов и не опустится ниже
−x

q2i(m, p,m1, p1)=P{min{n :Zn=0, Zj >−x−y,
16j < n6m+ p }=2i| выбрано i отр. и

i пол. шаров за 2iшагов}·
(
m
i

)
·
(
p
i

)(
m+p
2i

) =

=

∑
k∈Z

(
2i−2

i−1+k(y+x+1)
)
−
(

2i−2
i−1+k(y+x+1)+1

)
(
2i
i

) ·
(
m
i

)
·
(
p
i

)(
m+p
2i

) =

=
∑
k∈Z

(
2i−2

i+k(y+x+1)

)
2k(y+x+1)+1

i−1−k(y+x+1)
·
(
m+p−2i
m−i

)(
m+p
p

) .

При выводе формулы использовалась лем-
ма 1 (b = y + x, a = 1, c = 0) и тождество(
n
a

)
−
(
n
a+1

)
=
(
n
a+1

)
2a−n+1
n−a .

Процесс выбора останавливается, если
s(m, p,m1, p1) > c(m, p,m1, p1), m − p >
max{m′ − p′, 0}.

Принятие решения при выборе ми-
нимума

Теперь перейдем ко второму этапу задачи.
Пусть локальный максимум траектории

был достигнут в состоянии (m′, p′) и равен y′ =
p0 −m0 + max{m′ − p′, 0}. В состоянии (m, p)
наблюдается значение −x, x = p0−m0 +p−m
(рис. 5).
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Рис. 5. Принятие решения при выборе минимума
в состоянии (m, p)

Обозначим:
l = x+ y′ = p−m+ max{m′ − p′, 0};
u(m, p,m′, p′) — вероятность того, что ми-

нимальное значение выбрано в состоянии
(m, p), а затем будет выбрано максимальное
значение позже (вероятность успеха в состоя-
нии (m, p));

s1(m, p,m
′, p′) — вероятность успеха при

остановке процесса выбора;
c1(m, p,m

′, p′) — вероятность успеха при
продолжении процесса выбора в состоянии
(m, p).

Так же как и ранее

u(m, p,m′, p′)=max{s1(m, p,m′, p′), c1(m, p,m′, p′)},

где p > m.

Вероятность успеха при остановке (рис. 6) рав-
на

s1(m, p,m
′, p′) =

min{m,p−l}∑
i=0

p2i+l(m, p,m
′, p′)·

·v(m− i, p− (i+ l),m, p),

y'

-x

2i+l

0

0

Рис. 6. Вероятность того, что траектория подни-
мется до уровня y′ за 2i + l шагов и при этом не
опустится ниже −x

p2i+l(m, p,m
′, p′) =P{min{n : Zn = l, Zj > 0,

16j < n6m+ p }=2i+ l| выбрано i отр. и
i+l пол. шаров за 2i+l шагов} · (m

i )·(
p

i+l)
(m+p

2i+l )

=

∑
k∈Z

(
2i+l−1
i+k(l+1)

)
−
(

2i+l−1
i+l−1+k(l+1)+l

)
(
2i+l
i

) ·
(
m
i

)
·
(
p
i+l

)(
m+p
2i+l

)
Вероятность успеха при продолжении вы-

числяется по формуле:

c1(m, p,m
′, p′) = p1(m, p)s1(m− 1, p,m′, p′)+

m∑
i=1

p̄2i(m, p, y
′)s1(m− i, p− i,m′, p′)+

+
m∑
i=1

m∑
j=1

p2i(m, p, y
′ + j)s1(m− i, p− i,m′, p′ − j),

y'

-x
2i

0

0

Рис. 7. Вероятность того, что траектория вернется
на уровень −x через 2i шагов

p1(m, p) = m
m+p ,

p̄2i(m, p, y
′+j) — вероятность того, что тра-

ектория достигнет уровня −x через 2i шагов
и при этом не поднимется выше уровня y′

(рис. 7),
p2i(m, p, y

′+j) — вероятность того, что тра-
ектория достигнет уровня −x через 2i шагов
и до этого момента достигнет уровня y′ + j.

p2i(m, p, y
′ + j) =

[
P{min{n : Zn = 0,

Zk 6 x+ y′ + j, 1 6 k < n 6 m+ p } =2i|
выбрано i отр. и iпол. шаров за 2iшагов}−
−P{min{n : Zn = 0, Zk 6 x+ y′ + j − 1,
16k < n6m+ p }=2i| выбрано i отр. и

iпол. шаров за 2iшагов}
]
· (m

i )·(
p

i)
(m+p

2i )
.

Процесс выбора останавливается, если
s1(m, p,m

′, p′) > c1(m, p,m
′, p′), p > m.

На рис. 8 показаны оптимальные пороги
для принятия решения об остановке при вы-
боре минимального и максимального значений
для случая m0 = p0 = 10. Различными ли-
ниями показаны пороги для ситуаций, в ко-
торых может находиться игрок. На данном
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примере видно, что с ростом значений y′ поро-
ги остановки на минимальном значении при-
ближаются к оптимальным порогам для слу-
чая p = m, а с уменьшением выбранного ми-
нимального значения пороги для наибольшего
значения становятся ниже.

n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 19181716 20

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-6

-7

-8

-9

-10

-1

-2

-3

-4

-5

p -m
1 1

=1

p -m
1 1 2

y'=1

y'=2

y'=0

>

y' 3>

Рис. 8. Оптимальные пороги для принятия реше-
ния об остановке, m0 = p0 = 10

Заключение

В статье рассмотрена задача оптимальной
двукратной остановки в урновой схеме. По-
лучено аналитическое решение, позволяющее
вычислить значения выигрышей и оптималь-
ных порогов принятия решений. Представле-
ны результаты численного моделирования.
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