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Показано, что дискретное периодическое логистическое уравнение

xn+1 = xnexp (rn(1− xn))

с положительным ω-периодическим коэффициентом rn (ω 6= 1) не может иметь
Ω-периодического решения (Ω 6= 1), период которого взаимно прост с ω. По-
лучен дискретный аналог теоремы Массера-Курцвейля. С помощью компью-
терной программы строятся примеры ω-периодического логистического урав-
нения, имеющего периодические решения периода ω, 2ω, 3ω. Решения иссле-
дуются на устойчивость.

Ключ е вы е c л о в а: дискретное периодическое логистическое уравнение, пе-
риод решения, устойчивость.

A. V. Lasunsky. ON THE PERIOD OF SOLUTIONS OF
A DISCRETE PERIODIC LOGISTIC EQUATION

It is shown that the discrete periodic logistic equation

xn+1 = xnexp (rn(1− xn))

with a positive ω-periodic coefficient rn (ω 6= 1) cannot have Ω-periodic solutions
(Ω 6= 1) with the period coprime to ω. A discrete analog of the Massera-Kurzweil
theorem was obtained. Examples of the ω-periodic logistic equation with periodic
solutions of the period ω, 2ω, 3ω were constructed using a computer program. The
solutions are examined for stability.

K e y wo r d s: discrete periodic logistic equation, period of solution, stability.

Введение

Дискретное периодическое логистическое
уравнение

yn+1 = ynexp (rn(1− ynk−1n )), n ∈ Z+, (1)

где {rn} и {kn} – положительные последова-
тельности, является одной из основных мо-

делей роста популяций изолированных видов.
Если коэффициенты {rn}, {kn} постоянны, то
динамика уравнения (1) достаточно хорошо
изучена [4], [8]. Уравнение

yn+1 = ynexp (r(1− ynk−1)), r > 0, k > 0

при любом r имеет положительное положе-
ние равновесия yn ≡ k . Это положение рав-
новесия устойчиво, если 0 < r < 2. Если
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2 < r < 2, 526, то появляются двухточечные
циклы. Если 2, 526 < r < 3, 102, то появляют-
ся циклы длины 4, 8, 16, ..., 2k. Если r > 3, 102,
то существуют трехточечные циклы и квази-
стохастические решения.

Заметим, что при kn ≡ k заменой yn = kxn,
уравнение (1) можно привести к виду

xn+1 = xnexp (rn(1− xn)) (2)

с единственным положительным положением
равновесия xn ≡ 1.

Если {rn} и {kn} – положительные пери-
одические последовательности с общим пери-
одом ω, то у уравнения (1) существует ω-
периодическое решение [14]. В этой работе не
исключается случай ω = 1. Это периодическое
решение глобально асимптотически устойчиво
при дополнительном условии

k∗k−1∗ exp (r∗ − 1) 6 2, (3)

где r∗ = max
n∈N
{rn}, k∗ = min

n∈N
{kn}, k∗ =

max
n∈N
{kn}. Если kn ≡ k, то неравенство (3)

принимает вид r∗ 6 1 + ln2. Из работы [13]
следует, что предыдущий результат можно
усилить. Если kn ≡ k и для периодической
положительной последовательности {rn} вы-
полнено неравенство r∗ 6 2, то все решения
уравнения (1) стремятся к положительному
равновесию. Любопытно, что для уравнения
(2) с rn = const < 2 положение равновесия
xn ≡ 1 асимптотически устойчиво. Оценку для
r∗, по-видимому, улучшить нельзя [6]. В цити-
рованной работе получен следующий резуль-
тат.

Если положительная ω-периодическая по-
следовательность {rn} такова, что

ω−1∏
k=0

(1− rk) > 1, (4)

то уравнение (2) имеет не менее двух положи-
тельных ω-периодических решений, отличных
от положения равновесия.

Разумеется, в этом случае не может идти
речь о глобальной асимптотической устойчи-
вости. Заметим, что из неравенства (4) сле-
дует, что среди членов положительной ω-
периодической последовательности {rn} есть
rn > 2. Даже если все члены периодической
последовательности {rn} принадлежат интер-
валу (2; 2,526), уравнение (2) может иметь
решения с периодами 4, 6 и т. д. Как мы
знаем, это невозможно в случае rn = r ∈
(2; 2, 256). Соответствующие примеры мы рас-
смотрим позднее.

Дискретный аналог теоремы
Массера-Курцвейля

Рассмотрим теперь следующий вопрос. Мо-
жет ли уравнение (2) с ω-периодическим коэф-
фициентом rn иметь периодическое решение,
период которого Ω 6= 1 взаимно прост ω 6= 1?
Для ответа на поставленный вопрос обратимся
к дифференциальным уравнениям [7].

Рассмотрим систему

dx

dt
= X(x, t), (5)

где x ∈ Rn, функция X : Rn+1 7→ Rn
непрерывна по своим аргументам, удовлетво-
ряет какому-либо условию, обеспечивающе-
му единственность решения задачи Коши, и
X(x, t + ω) = X(x, t) для всех x и t. Массе-
ра заметил [11], [12], что периодическое реше-
ние системы (5) может иметь период, несоиз-
меримый с ω. Я. Курцвейль установил [5], что
для всякой системы (5), имеющей периодиче-
ское решение, период которого несоизмерим с
периодом правых частей, справедлив следую-
щий факт. Правые части системы (5) вдоль
такого решения не зависят от времени. Ока-
зывается, что аналогичные факты имеют ме-
сто и для разностных уравнений, только те-
перь здесь уже речь идет о взаимной простоте
периодов ω и Ω.

Пример 1. Скалярное уравнение

xn+1 = −xn + (x2n − 1)sin
2πn

k
, k > 2,

правая часть которого периодична с периодом
ω = k, имеет решение xn = (−1)n с периодом
Ω = 2. Эти периоды могут быть взаимно про-
стыми числами.

Заметим, что скалярное уравнение (5) не
может иметь периодического решения, период
которого несоизмерим с периодом правой ча-
сти [2].

Пример 2. (Дискретный вариант примера
Н. П. Еругина [1]).

Период ω системы (n ∈ N, k > 2){
xn+1 = −yn,
yn+1 = xn + (x2n + y2n − 1)sin2πn

k

равен k. Система имеет решение

xn = cos
πn

2
, yn = sin

πn

2
,

период которого Ω = 4 может быть взаимно
простым с ω = k.
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Рассмотрим систему разностных уравне-
ний

xn+1 = X(xn, n),

X(x, n+ ω) = X(x, n), ω 6= 1.

Пусть эта система имеет Ω-периодическое ре-
шение ϕ(n), Ω 6= 1.

Теорема 1. (дискретный аналог теоремы
Массера-Курцвейля). Если НОД(ω,Ω) = 1,то
для любого n0 ∈ Z+ имеем X(ϕ(n0), n) =
X(ϕ(n0), n0) = const.

Доказательство. Воспользуемся извест-
ным фактом [3] из теории чисел о представ-
лении наибольшего общего делителя двух на-
туральных чисел. Если НОД(p, q) = d, то
∃m,n ∈ Z такие, что mp + nq = d. Отсю-
да сразу следует, что если p, q взаимно про-
стые числа, то ∀ l ∈ Z ∃m,n ∈ Z такие, что
mp + nq = l. Возьмем произвольное n0 ∈ Z+.
Для Ω-периодического решения ϕ(n) имеем

ϕ(n0 + kΩ + 1) = ϕ(n0 + 1),

X(ϕ(n0 + kΩ), n0 + kΩ) = X(ϕ(n0), n0),

X(ϕ(n0), n0 + kΩ) = X(ϕ(n0), n0),

X(ϕ(n0), n0 + kΩ +mω) = X(ϕ(n0), n0),

X(ϕ(n0), n) = X(ϕ(n0), n0) = const.

Из этой теоремы сразу следует, что логисти-
ческое уравнение (2) с ω-периодическим ко-
эффициентом rn (ω 6= 1) не может иметь Ω-
периодическое решение (Ω 6= 1), период кото-
рого взаимно прост с ω.

Построение примеров

Как выше уже отмечалось, при выполне-
нии неравенства (4) уравнение (2) имеет не
менее двух положительных ω-периодических
решений, отличных от положения равновесия.
В работе [6] показано, что для ω = 2 таких
решений уравнение (2) имеет ровно 2. Может
ли ω-периодическое уравнение (2), если ω > 2,
иметь больше двух ω-периодических решений?
Ясно, что если

ω−1∏
k=0

(1− rk) > 1,

то для любого m ∈ N

(

ω−1∏
k=0

(1− rk))m > 1

и уравнение (2) с ω-периодическим коэффици-
ентом rn может иметь mω-периодические ре-
шения. Как ведут себя решения по отноше-
нию к устойчивости? Соответствующие при-
меры мы рассмотрим в этом пункте. Эти
примеры построены с помощью компьютер-
ной программы (свид. о гос. регистрации
№ 2011614359 от 02.06.2011), разработанной
автором. Количество ω-периодических реше-
ний ω-периодического уравнения (2) совпада-
ет с количеством ненулевых корней некоторо-
го уравнения ϕ(t) = t, ϕ(0) = 0 [6]. Отметим,
что корень t = 0 соответствует положитель-
ному положению равновесия xn = 1. С помо-
щью этой же программы мы можем постро-
ить для ω-периодического уравнения (2) реше-
ния периода 2ω, 3ω и т. д. Разумеется, что те-
перь количество ненулевых корней уравнения
ϕ(t) = t не совпадает с количеством искомых
решений. С помощью программы Maple стро-
им в одной и той же системе координат график
функции ϕ(t) и прямую y = t для различных
значений положительной последовательности
rn. В программе вычисляем элементы пери-
одических решений и соответствующие муль-
типликаторы, которые позволяют ответить на
вопрос об устойчивости периодического реше-
ния.

Пример 3. Период коэффициентов
логистического уравнения равен 3,
r0 = 2, r1 = 4, r2 = 0, 1. Уравнение (2)
имеет ровно два 3-периодических решения:

x(3n) 2,69666 0,38988
x(3n+1) 0,09060 1,32091
x(3n+2) 3,44284 0,36593
мультипликатор -1,83678 -0,90892
решение неустойчиво устойчиво

Пример 4. Период коэффициентов
логистического уравнения равен 3,
r0 = 2, r1 = 6, r2 = 0, 3. Уравнение (2) имеет
ровно четыре 3-периодических решения:

x(3n) 1,39344 0,32989
x(3n+1) 0,63438 1,26014
x(3n+2) 5,68946 0,26458
мультипликатор -3,54444 -2,05496
решение неустойчиво неустойчиво
x(3n) 0,02089 0,03691
x(3n+1) 0,14798 0,25329
x(3n+2) 24,5679 22,3547
мультипликатор -0,68449 2,74698
решение устойчиво неустойчиво

Пример 5. Период коэффициентов логисти-
ческого уравнения равен 2, r0 = 3, r1 = 5.
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Уравнение (2) имеет ровно два 2-
периодических решения:

x(2n) 2,63405 0,10480
x(2n+1) 0,01957 1,53712
мультипликатор -6,22667 -4,58361
решение неустойчиво неустойчиво

Для этих же значений коэффициентов
r0 = 3, r1 = 5 уравнение (2) имеет четыре
4-периодических решения:

x(4n) 5,25746 0,72839
x(4n+1) 1,49212e-05 1,64528
x(4n+2) 0,00221 0,06532
x(4n+3) 0,04418 1,0785
мультипликатор -11,43172 -30,24777
решение неустойчиво неустойчиво
x(4n) 4,28204 2,96557
x(4n+1) 0,00023 0,00815
x(4n+2) 0,03361 1,16137
x(4n+3) 0,61038 0,71568
мультипликатор 21,83112 -48,51786
решение неустойчиво неустойчиво

Для уравнения (2) с указанными коэффи-
циентами приведем пример 6-периодического
решения.

x(6n) 7,86525
x(6n+1) 8,93489e-009
x(6n+2) 1,32606e-006
x(6n+3) 2,66344e-005
x(6n+4) 0,00395
x(6n+5) 0,07845
мультипликатор -13,56790
решение неустойчиво

Пример 6. Период коэффициентов
логистического уравнения равен 4,
r0 = 2, 01, r1 = 2, 5, r2 = 2, 2, r3 = 2, 5.
Хотя все значения rn лежат на промежутке
(2; 2,526), уравнение (2) имеет, например, та-
кое 4-периодическое решение.

x(4n) 1,74441
x(4n+1) 0,39069
x(4n+2) 1,79218
x(4n+3) 0,31369
мультипликатор 0,03706
решение устойчиво

Заключение

В работе рассмотрен вопрос о периоде ре-
шений дискретного ω-периодического (ω 6= 1)

логистического уравнения (2). Показано,
что это уравнение не может иметь Ω-
периодического решения (Ω 6= 1), период
которого взаимно прост с ω. Этот факт
вытекает из дискретного аналога теоремы
Массера-Курцвейля. Здесь уместно привести
следующий результат, касающийся автоном-
ного случая [10]. Если при частном значении
параметра логистическое или другое одномер-
ное отображение xn+1 = f(xn) имеет решение
периода три, то оно имеет бесконечное мно-
жество решений всех прочих периодов. Заме-
тим, что самые общие закономерности сосуще-
ствования периодических решений различных
периодов в одномерных непрерывных отобра-
жениях установил [9]. В настоящей работе по-
строены примеры ω-периодического логисти-
ческого уравнения, имеющего периодические
решения периода ω, 2ω, 3ω. Решения исследо-
ваны на устойчивость. Примеры показывают
отсутствие явной связи бифуркационных зна-
чений параметра r логистического уравнения
xn+1 = xnexp(r(1 − xn)) со значениями пери-
одического коэффициента rn с точки зрения
существования периодических решений.
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