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В работе рассматривается задача снижения банками из-
держек на обслуживание своих клиентов за счет совместно-
го использования ресурсов (банкоматов). В коалиционном ва-
рианте задачи предполагается, что кооперация банков может
быть ограничена посредством коалиционной структуры, а в
качестве решения подобной задачи приводится вектор Шепли,
вычисленный для этой коалиционной структуры. Исследует-
ся вопрос устойчивости коалиционной структуры относитель-
но вектора Шепли. Приведенные результаты иллюстрируются
численными примерами.
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1. Введение

Проблема снижения издержек является важной проблемой для
организаций, занимающихся некоторым видом деятельности в кон-
курентной среде. При помощи аппарата теории кооперативных игр
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в некоторых случаях можно добиться снижения издержек органи-
заций (игроков) путем принятия ими совместных действий [1, 10].
Однако такой подход оправдан лишь при супераддитивности харак-
теристической функции игры. Если же характеристическая функция
не является таковой, возникает естественное разделение игроков на
коалиции, которое приводит к появлению коалиционной структуры.

В настоящей работе рассматривается обобщение модели сниже-
ния издержек банков, предложенной в [5]. Сделанное обобщение при-
водит к изменению вида характеристической функции игры и, как
следствие, нарушению свойства супераддитивности, что делает целе-
сообразным исследование модели при наличии коалиционной струк-
туры. В рамках рассматриваемой модели также исследуется вопрос
устойчивости коалиционной структуры [7–9, 13] относительно вы-
бранного принципа оптимальности. Двухшаговая игра распределе-
ния издержек между банками рассматривалась в работе [11]. Систе-
ма трансфера денежных средств между банками была представлена
в статье [6]. В настоящей работе рассматривается нединамическая
игра, в которой коалиционная структура считается заданной. Суще-
ствуют и динамические модели образования коалиционных структур,
например [2], но не затрагивающие вопросы их устойчивости.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 приводит-
ся математическая модель рассматриваемой задачи, строится харак-
теристическая функция кооперативной игры и показывается, что в
общем случае характеристическая функция не является суперадди-
тивной. В разделе 3 рассматривается игра с коалиционной структу-
рой, для которой, в частности, приводится выражение вектора Ше-
пли [12] в качестве одного из принципов оптимальности. Приводит-
ся определение устойчивости коалиционной структуры относительно
выбранного принципа оптимальности. В разделе 4 исследуется во-
прос устойчивости коалиционной структуры относительно вектора
Шепли. Для частных случаев приводится явный вид устойчивых ко-
алиционных структур. Приведенные в настоящей работе результаты
проиллюстрированы на численных примерах в разделе 5.

2. Модель

Пусть N – конечное множество банков, ведущих деятельность на
некоторой территории. На рассматриваемой территории банки впра-
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ве размещать свои банкоматы, которыми могут пользоваться клиен-
ты для снятия наличных денег. Предполагается, что если у банка
на территории присутствуют банкоматы, то для снятия наличных
денег клиенты этого банка используют только банкоматы. Допуска-
ется двум и более банкам объединять свои банкоматы в единую сеть,
тогда в этом случае клиенты этих банков для снятия наличных денег
используют банкоматы сети с равными вероятностями.

Издержки банка на разовое обслуживание своего клиента посред-
ством банкомата равны α > 0. Издержки банка на разовое обслужи-
вание клиента посредством банкомата другого банка, объединенного
с первым в общую сеть, равны β > α. В остальных случаях издержки
банка на разовое обслуживание клиента равны γ > β. К последним
можно отнести, например, случаи отсутствия банкоматов на рассмат-
риваемой территории, или же случаи снятия наличных денег клиен-
тами в банкоматах других банков, с которыми сеть банкоматов не
объединена в единую и прочие.

В настоящей работе делается следующее предположение: пара-
метры α, β и γ одинаковы для всех банков. Банк i имеет две чис-
ловые характеристики: величину ni > 0 – количество транзакций
банка i ∈ N и величину ki ≥ 0 – количество банкоматов, которые
банк i ∈ N разместил на рассматриваемой территории.

Под коалицией S понимается некоторое непустое подмножество
множества банков N , которые объединяют свои банкоматы в единую
сеть. Для коалиции S величина n(S) =

∑
i∈S

ni представляет собой об-

щее количество транзакций банков из S, а величина k(S) =
∑
i∈S

ki –

общее количество банкоматов на рассматриваемой территории, при-
надлежащих банкам из S.

Пусть A ⊆ N – множество банков, имеющих на рассматриваемой
территории свои банкоматы. Для некоторой непустой коалиции S

суммарные затраты, которые несут банки из коалиции S, связанные
со снятием наличных, имеют вид:

c(S) =





α
∑
i∈S

ki

k(S)
ni + β

∑
i∈S

(
1− ki

k(S)

)
ni, если S ∩ A 6= ∅,

γn(S), если S ∩ A = ∅.
(2.1)

В случае, когда S ∩ A 6= ∅, первое слагаемое в (2.1) представля-
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ет суммарные ожидаемые издержки банков из коалиции S, если их
клиенты обслуживаются в «родных» банкоматах. Второе слагаемое в
этом выражении представляет суммарные ожидаемые издержки бан-
ков из коалиции S, если их клиенты обслуживаются в «неродных»
банкоматах, т. е. используют банкоматы других банков из S.

Используя выражение (2.1) суммарных затрат банков из коали-
ции S, можно рассмотреть игру в форме характеристической функ-
ции (N, v), в которой характеристическая функция игры v определя-
ется следующим образом:

v(S) =
∑
i∈S

c({i})− c(S) = (2.2)

=





(γ − β)
∑

i∈S\A
ni − (β − α)

∑
i∈S∩A

(
1− ki

k(S)

)
ni,

если S ∩ A 6= ∅,
0, если S ∩ A = ∅,

а ее значения для любой коалиции S ⊆ N представляет собой сум-
марные издержки банков из этой коалиции, которые они экономят
при объединении своих банкоматов в общую сеть.

Утверждение 2.1. Характеристическая функция v, определяемая
согласно (2.2), не является супераддитивной, т. е. для любых двух
непересекающихся непустых коалиций S ⊂ N и T ⊂ N неравенство
v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T ) в общем случае не выполняется.

Доказательство. Рассмотрим три случая.
1. Пусть S∩A = ∅, T ∩A = ∅, т. е. все банки, принадлежащие множе-
ствам S и T , не имеют банкоматов на рассматриваемой территории.
Тогда согласно (2.2) имеет место тождество: v(S∪T )−v(S)−v(T ) ≡ 0.
2. Пусть S ∩ A 6= ∅, T ∩ A = ∅, т. е. банки из коалиции T не имеют
банкоматов, а банки из коалиции S имеют банкоматы на рассматри-
ваемой территории. Тогда можно записать значение характеристи-
ческой функции для коалиций S, T и S ∪ T в следующем виде:

v(S) = (γ − β)
∑

i∈S\A
ni − (β − α)

∑
i∈S∩A

(
1− ki

k(S)

)
ni,

v(T ) = 0,
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v(S ∪ T ) = (γ − β)
∑

i∈(S∪T )\A
ni − (β − α)

∑

i∈(S∪T )∩A

(
1− ki

k(S ∪ T )

)
ni

= (γ − β)


 ∑

i∈S\A
ni +

∑
i∈T

ni


− (β − α)

∑
i∈S∩A

(
1− ki

k(S ∪ T )

)
ni,

или в эквивалентом виде:

v(S ∪ T )− v(S)− v(T ) = (γ − β)
∑
i∈T

ni.

Для выбранных непустых S и T приведенное выше выражение поло-
жительно.
3. Пусть S∩A 6= ∅, T ∩A 6= ∅, т. е. каждый банк, принадлежащий коа-
лиции S, либо T , имеет банкоматы на рассматриваемой территории.
В этом случае имеет место равенство:

v(S ∪ T )− v(S) − v(T ) = (γ − β)
∑

i∈S\A
ni + (γ − β)

∑

i∈T\A
ni

−(β − α)
∑

i∈S∩A

(
1− ki

k(S) + k(T )

)
ni

−(β − α)
∑

i∈T∩A

(
1− ki

k(S) + k(T )

)
ni

−(γ − β)
∑

i∈S\A
ni + (β − α)

∑
i∈S∩A

(
1− ki

k(S)

)
ni

−(γ − β)
∑

i∈T\A
ni + (β − α)

∑
i∈T∩A

(
1− ki

k(T )

)
ni

= −(β − α)
∑

i∈S∩A

k(T )ki

k(S)(k(S) + k(T ))
ni

−(β − α)
∑

i∈T∩A

k(S)ki

k(T )(k(S) + k(T ))
ni < 0.

Полученное неравенство означает, что любым двум непересекающим-
ся коалициям банков, каждая из которых имеет банкоматы на рас-
сматриваемой территории, всегда невыгодно объединять свои банко-
маты в единую сеть.
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3. Коалиционная игра

Ввиду нарушения в общем случае условия супераддитивности ха-
рактеристической функции, определенной по правилу (2.2), имеет
смысл рассматривать игру с коалиционной структурой.

Определение 3.1. Коалиционная структура π – это разбиение
{B1, . . . , Bm} множества игроков N , т. е.

• B1 ∪ . . . ∪Bm = N ,

• Bi ∩Bj = ∅ для всех i, j = 1, . . . , m, i 6= j.

Общее количество различных коалиционных структур B(n) для
n игроков называется числом Бэлла и вычисляется рекуррентным
образом по формуле

B(n) =
n−1∑

k=0

Ck
n−1B(k), где B(0) = 1.

Так, например, B(1) = 1, B(2) = 2, B(3) = 5, B(4) = 15, B(5) = 52 и
т. д.

Обозначим через (N, v, π) игру со множеством игроков N , харак-
теристической функцией v, определяемой формулой (2.2), и коали-
ционной структурой π.

Определение 3.2. Вектор xπ = (xπ
1 , . . . , x

π
n) ∈ Rn называется рас-

пределением выигрыша в игре (N, v, π) с коалиционной структурой
π, если выполняется условие коллективной рациональности, т. е.∑
i∈Bj

xπ
i = v(Bj) для всех Bj ∈ π.

Определение 3.3. Распределение выигрыша xπ называется деле-
жом в игре (N, v, π) с коалиционной структурой π, если выполня-
ется условие индивидуальной рациональности, т. е. xπ

i ≥ v({i}) для
всех i ∈ N .

Обозначим через π−Bi
разбиение π−Bi

=π\Bi⊂π, а через B(i)∈π

– коалицию, содержащую игрока i ∈ N .
В игре (N, v, π) с коалиционной структурой π = {B1, . . . , Bm} в

качестве принципа оптимальности может быть выбран любой прин-
цип оптимальности из классической теории кооперативных игр. Если
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в качестве принципа оптимальности выбран вектор Шепли φπ =

= (φπ
1 , . . . , φ

π
n), то его компоненты можно вычислить согласно следу-

ющему правилу:

φπ
i =

∑

S⊆B(i),i∈S

(|B(i)| − |S|)!(|S| − 1)!

|B(i)|! [v(S)− v(S \ {i})] (3.1)

для всех i ∈ N .

Замечание 3.1. Вектор Шепли, вычисленный по формуле (3.1) для
фиксированной коалиционной структуры, в литературе иногда назы-
вается значением Ауманна–Дреза [4].

В кооперативной теории игр существуют различные подходы к
определению устойчивости коалиционной структуры [7–9, 13]. В на-
стоящей работе рассматривается следующий подход.

Определение 3.4. Коалиционную структуру π = {B1, . . . , Bm} бу-
дем называть устойчивой относительно выбранного одноточечного
принципа оптимальности, если для любого игрока i ∈ N выполня-
ется следующее неравенство:

xπ
i ≥ xπ′

i для всех Bj ∈ π ∪ ∅, Bj 6= B(i).

Здесь xπ и xπ′ – два распределения выигрыша, вычисленные соглас-
но выбранному принципу оптимальности для игр с коалиционными
структурами (N, v, π) и (N, v, π′) соответственно, где π′={B(i)\{i},
Bj ∪ {i}, π−B(i)∪Bj

}.

Замечание 3.2. К одноточечным принципам оптимальности можно
отнести такие решения как вектор Шепли, n-ядро, эгалитарное ре-
шение, индекс Банзафа [1, 3].

Замечание 3.3. В определении 3.4 основное предположение заключа-
ется в следующем: если игрок i ∈ B(i) покидает коалицию B(i), то
коалиция B(i) \ {i} не распадается и продолжает оставаться частью
коалиционной структуры.

Теорема 3.1. Для того, чтобы коалиционная структура π была
устойчивой относительно выбранного принципа оптимальности не-
обходимо, чтобы распределение выигрыша xπ, вычисленное согласно
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этому принципу оптимальности для коалиционной структуры π,
являлось дележом.

Доказательство. Доказательство проведем методом от противного.
Предположим, что коалиционная структура π устойчива относитель-
но выбранного принципа, однако распределение выигрыша xπ, вы-
численное согласно этому принципу оптимальности для π, не явля-
ется дележом. Это означает, что существует такая коалиция B ∈ π,
|B| > 1, в которой хотя бы для одного игрока i ∈ B имеет место нера-
венство: xπ

i < v({i}). Тогда игрок i, став индивидуальным игроком,
приводит коалиционную структуру π к структуре π′ = {{i}, π−{i}},
тем самым обеспечивая себе больший выигрыш xπ′

i = v({i}). Следо-
вательно, согласно определению 3.4, коалиционная структура π не
является устойчивой относительно выбранного принципа оптималь-
ности. Данное противоречие доказывает теорему.

С учетом теоремы 3.1 делаем вывод, что коалиционными струк-
турами, «подозрительными» на устойчивость относительно выбран-
ного принципа оптимальности, могут быть лишь те, для которых
распределение выигрыша согласно этому принципу оптимальности
является дележом.

4. Устойчивость коалиционных структур относительно век-
тора Шепли

4.1. Случай |A| = 1: только один банк обладает банкоматами

Пусть N = {0, 1, . . . , n} – множество банков, из которого только
банк 0 имеет k0 > 0 банкоматов, ki = 0, i = 1, . . . , n. В этом случае
множество A = {0}. Используя выражение (2.2), можно выписать
значения характеристической функции для любого множества S ⊆ N

в этом случае:

v(S) =





(γ − β)
∑

i∈S\{0}
ni, 0 ∈ S,

0, 0 /∈ S.
(4.1)

Вычислим компоненту φi вектора Шепли для игрока i 6= 0:

φi =
∑

S⊆N,i∈S

(|N | − |S|)!(|S| − 1)!

|N |! (v(S)− v(S \ {i})) . (4.2)
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Заметим, что

v(S)− v(S \ {i}) =

{
(γ − β)ni, 0 ∈ S,

0, 0 /∈ S.

Следовательно, для вычисления компоненты φi, i = 1, . . . , n доста-
точно рассмотреть только коалиции, содержащие одновременно иг-
роков i и 0.

φi =
∑

S⊆N,i∈S,0∈S

(|N | − |S|)!(|S| − 1)!

|N |! (γ − β)ni

= (γ − β)ni

n+1∑
s=2

(n + 1− s)!(s− 1)!

(n + 1)!
· Cs−2

n−1

= (γ − β)ni

n+1∑
s=2

(n + 1− s)!(s− 1)!

(n + 1)!
· (n− 1)!

(s− 2)!(n + 1− s)!

= (γ − β)ni

n+1∑
s=2

s− 1

n(n + 1)
=

(γ − β)ni

n(n + 1)
· n(n + 1)

2

=
(γ − β)ni

2
. (4.3)

Компонента φ0 вектора Шепли для игрока 0 имеет вид:

φ0 = v(N)−
n∑

i=1

φi = (γ − β)
n∑

i=1

ni −
n∑

i=1

(γ − β)ni

2

=
(γ − β)

2

n∑
i=1

ni. (4.4)

Следует отметить, что полученные по формулам (4.3)–(4.4) компо-
ненты вектора Шепли положительны.

Утверждение 4.1. В игре (N, v, π̄) в случае |A| = 1, т. е. когда
только один банк располагает банкоматами, характеристическая
функция (4.1) является супераддитивной. При этом существует
единственная устойчивая коалиционная структура относительно
вектора Шепли вида π̄ = {N} – все игроки объединяются в боль-
шую коалицию N , а компоненты вектора Шепли определяются по
формулам (4.3)–(4.4).
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Доказательство. Докажем супераддитивность функции (4.1). Вы-
берем две произвольные непересекающиеся коалиции S и T . Посколь-
ку в этом случае только один банк 0 имеет банкоматы, то не умаляя
общности можно считать, что возможны два случая: 0 ∈ S, 0 /∈ T

или 0 /∈ S, 0 /∈ T . В первом случае:

v(S ∪ T )− v(S)− v(T )

= (γ − β)
∑

i∈(S∪T )\{0}
ni − (γ − β)

∑

i∈S\{0}
ni = (γ − β)

∑
i∈T

ni > 0.

Во втором случае v(S ∪T )− v(S)− v(T ) = 0. Тем самым, суперадди-
тивность характеристической функции в случае |A| = 1 доказана.

Покажем устойчивость коалиционной структуры π̄ = {N} отно-
сительно вектора Шепли. При такой коалиционной структуре ком-
понента вектора Шепли φπ̄

0 определяется по формуле (4.4), а ком-
поненты φπ̄

i , i = 1, . . . , n – по формуле (4.3). Если игрок 0 выходит
из N , становясь индивидуальным игроком, то в получившейся ко-
алиционной структуре π′ = {{0}, N \ {0}} его компонента вектора
Шепли φπ′

0 равна нулю. Если произвольный игрок i 6= 0 выходит из
N , становясь индивидуальным игроком, то в получившейся коалици-
онной структуре π′′ = {{i}, N \ {i}} его компонента вектора Шепли
φπ′′

i также равна нулю. Следовательно, согласно определению 3.4 ко-
алиционная структура π̄ = {N} является устойчивой относительно
вектора Шепли.

Покажем, что устойчивая относительно вектора Шепли коалици-
онная структура π̄ = {N} единственна. Рассмотрим произвольную
коалиционную структуру π̃ = {B1, . . . , Bm} 6= π̄. Не умаляя общно-
сти, предположим, что 0 ∈ B1. Все игроки из множеств B2, . . ., Bm

согласно формуле (2.2) имеют компоненты вектора Шепли, равные
нулю. Очевидно, что существует игрок i 6= 0 такой, что i /∈ B1. Если
игрок i отклонится от коалиционной структуры π̃ и присоединит-
ся к коалиции B1, то его компонента вектора Шепли станет равной
(γ−β)ni/2 > 0. В силу произвольности выбора коалиционной струк-
туры и игрока i, получаем, что любая коалиционная структура, от-
личная от π̄, т. е. структура, в которой существует хотя бы один игрок
из множества N \ 0, не принадлежащий коалиции, содержащей игро-
ка 0, не является устойчивой относительно вектора Шепли согласно
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определению 3.4. Следовательно, единственная устойчивая коалици-
онная структура в случае, когда |A| = 1, – структура π̄ = {N}.

4.2. Случай A = N : все банки обладают банкоматами

Пусть N = {1, . . . , n} – множество банков, каждый из которых
имеет ki > 0, i ∈ N банкоматов на рассматриваемой территории. В
этом случае множество A совпадает с множеством N . Используя вы-
ражение (2.2), можно выписать значения характеристической функ-
ции для любой коалиции S ⊆ N :

v(S) = −(β − α)
∑
i∈S

(
1− ki

k(S)

)
ni. (4.5)

Эта функция не является супераддитивной, поскольку для любых
непересекающихся непустых коалиций S и T справедливы соотноше-
ния

v(S ∪ T ) − v(S)− v(T ) = −(β − α)
∑

i∈S∪T

(
1− ki

k(S) + k(T )

)
ni

+ (β − α)
∑
i∈S

(
1− ki

k(S)

)
ni + (β − α)

∑
i∈T

(
1− ki

k(T )

)
ni

= −(β − α)
∑
i∈S

k(T )ki

k(S)(k(S) + k(T ))
ni

−(β − α)
∑
i∈T

k(S)ki

k(T )(k(S) + k(T ))
ni < 0.

Утверждение 4.2. В игре (N, v, π̄) с коалиционной структурой π̄

в случае A = N , т. е. когда каждый банк обладает банкоматами,
характеристическая функция не является супераддитивной. При
этом, существует единственная устойчивая коалиционная струк-
тура относительно вектора Шепли вида π̄ = {{1}, . . ., {n}}, где все
игроки действуют независимо друг от друга.

Доказательство. Отсутствие свойства супераддитивности характе-
ристической функции в случае A = N было показано выше. Дока-
жем, что существует единственная устойчивая коалиционная струк-
тура относительно вектора Шепли вида π̄ = {{1}, . . . , {n}}. Очевид-
но, что коалиционная структура π̄ является устойчивой, поскольку
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любой игрок i из множества N имеет компоненту вектора Шепли,
равную нулю, а при отклонении любого игрока от структуры π̄ в
виду (4.5) компонента вектора Шепли станет отрицательной (откло-
нение будет означать объединение с каким-либо другим игроком из
множества N \ {i}).

Покажем единственность устойчивой коалиционной структуры π̄.
Рассмотрим произвольную коалиционную структуру π̃ = {B1, . . .,
Bm} 6= π̄. Очевидно, что существует коалиция из коалиционной струк-
туры π̃, которая содержит больше одного игрока из множества N .
Пусть, для определенности, это будет коалиция B1. Очевидно, что
вектор Шепли не является дележом в игре (N, v, π̃), поскольку на-
рушается условие индивидуальной рациональности вектора Шепли.
Это следует из того, что v(B1) < 0 согласно (4.5), т. е. существует
хотя бы один игрок j ∈ B1, для которого φπ̃

j < 0. Это означает, что
игроку j выгодно отклониться от коалиционной структуры π̃, стано-
вясь индивидуальным игроком, тогда игрок j может гарантировать
себе компоненту вектора Шепли, равную 0.

В силу произвольности выбора коалиционной структуры π̃ полу-
чаем единственность устойчивой коалиционной структуры π̄.

4.3. Случай A ⊂ N , A 6= ∅
Утверждение 4.3. Рассмотрим игру (N, v, π) с коалиционной стру-
ктурой π = {{1}, . . . , {n}}. Пусть множество N таково, что A 6=
6= N и A 6= ∅, т. е. существуют игроки i ∈ N \A и j ∈ N ∩A. Тогда
коалиционная структура π не является устойчивой относительно
вектора Шепли.

Доказательство. Множеству N принадлежат игроки i ∈ N \ A и
j ∈ N ∩ A. В коалиционной структуре π все игроки играют индиви-
дуально. Теперь рассмотрим коалиционную структуру π′ = {{1}, . . . ,
{i − 1}, {i, j}, {j + 1}, . . . , {n}}, где все игроки кроме i и j играют
индивидуально, а игроки i и j объединены в одну коалицию.

Компоненты вектора Шепли φπ
i и φπ

j игроков i и j соответственно
в игре с коалиционной структурой π равны нулю согласно формуле
(3.1). Компоненты вектора Шепли φπ′

i и φπ′
j игроков i и j, соответ-

ственно, в игре с коалиционной структурой π′ могут быть вычислены
по формулам (4.3)–(4.4):
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φπ′
i = φπ′

j =
(γ − β)ni

2
> 0.

Следовательно, существует коалиционная структура π′, удовлетворя-
ющая условиям из определения 3.4, для которой φπ′

i = φπ′
j > φπ

i = φπ
j ,

что означает неустойчивость коалиционной структуры π относитель-
но вектора Шепли.

Утверждение 4.4. Пусть в игре (N, v, π) множество A непусто,
а коалиционной структуре π принадлежит множество Bj такое,
что Bj ∩ A = ∅. Тогда коалиционная структура π не устойчива
относительно вектора Шепли.

Доказательство. В коалиционной структуре π существует коалиция
Bj такая, что все игроки-банки из этой коалиции не имеют банкома-
тов на рассматриваемой территории, но среди банков из N существу-
ет, по крайней мере, один банк m ∈ A∩N , у которого есть банкоматы.
Пусть для определенности игрок m принадлежит коалиции B(m) из
коалиционной структуры π.

Рассмотрим произвольного игрока i из коалиции Bj. Очевидно,
что его компонента вектора Шепли φπ

i равна нулю. Пусть игрок i

отклонится от коалиции Bj и присоединится к коалиции B(m), тем
самым сформирует новую коалиционную структуру π′ = {Bj \ {i},
B(m)∪{i}, π−B(m)∪Bj

}. Покажем, что φπ′
i > φπ

i = 0, т. е. игрок i может
увеличить свою компоненту вектора Шепли, сформировав коалици-
онную структуру π′.

Компоненту вектораШепли игрока i можно вычислить по форму-
ле (3.1). Суммирование в формуле (3.1) проводится по всевозможным
коалициям S ⊆ B(m) ∪ i таким, что S 3 i. Коалиция S может быть
двух «видов»:

1. S ∩ A = ∅, в этом случае v(S)− v(S \ {i}) = 0.

2. S ∩ A 6= ∅, в этом случае v(S)− v(S \ {i}) = (γ − β)ni > 0.

Тогда по формуле (3.1) получаем, что φπ′
i > 0 = φπ

i . Так как коа-
лиционная структура π′ удовлетворяет условиям определения 3.4, то
коалиционная структура π, указанная в рассматриваемом утвержде-
нии, не является устойчивой относительно вектора Шепли.
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Следствие 4.1. Если в игре с коалиционной структурой (N, v, π)

множество A непусто и не совпадает с N , а коалиционная струк-
тура π = {B1, . . . , Bm} является устойчивой относительно векто-
ра Шепли, то Bi ∩ A 6= ∅ для всех i = 1, . . . , m. В частности, в
указанных условиях число элементов структуры π не превышает
мощности множества A: m ≤ |A|.

4.4. Случай N ∩ A = ∅: ни у одного банка нет банкоматов

Утверждение 4.5. В игре (N, v, π), где |N | > 1, все коалицион-
ные структуры устойчивы относительно вектора Шепли тогда и
только тогда, когда A = ∅, т. е. ни у одного из банков нет банко-
матов.

Доказательство. Необходимость. Пусть все коалиционные струк-
туры в игре (N, v, π) устойчивы относительно вектора Шепли. До-
кажем методом от противного, что N ∩ A = ∅. Пусть существует
игрок j ∈ N \ A, тогда по утверждению 4.3 коалиционная структу-
ра π = {{1}, . . . , {n}} не является устойчивой относительно вектора
Шепли. Пришли к противоречию, необходимость доказана.

Достаточность. Пусть N ∩ A = ∅, т. е. ни один игрок из N не
обладает банкоматами. Из этого следует, что для любой коалиции
S ⊂ N : v(S) = 0. Следовательно, при любой коалиционной струк-
туре компонента вектора Шепли любого игрока равна нулю. Таким
образом, для любой коалиционной структуры выполняется условие
устойчивости относительно вектора Шепли.

5. Численные примеры

В настоящем разделе приведенные в работе результаты иллю-
стрируются на трех численных примерах игры четырех лиц: N =

= {1, 2, 3, 4}, в которых для некоторой фиксированной коалицион-
ной структуры приводится численное значение вектора Шепли (3.1),
и проверяется устойчивость такой структуры в смысле введенного
определения 3.4. Во всех примерах следующие параметры одинако-
вы: затраты на обслуживание клиента равны α = 0.3, β = 0.8, γ = 2,
а количество транзакций у каждого банка n1 = 10 000, n2 = 7 000,
n3 = 2 000, n4 = 6 000.
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В примерах приводятся таблицы из семи столбцов, в которых
в первом столбце приведены все возможные коалиционные струк-
туры для множества N (в случае четырех игроков таких структур
B(4) = 15). В столбцах 2–5 представлены компоненты вектора Шеп-
ли игроков 1–4, соответственно, для выбранной коалиционной струк-
туры. В столбце 6 отражена возможность заранее установить факт
неустойчивости коалиционной структуры с использованием приве-
денных в работе утверждений. В последнем седьмом столбце отра-
жается является ли указанная коалиционная структуры устойчивой
относительно вектора Шепли.

Пример 1. Пусть множество игроков с банкоматами: A = {1},
множество игроков без банкоматов: N \ A = {2, 3, 4}. Количество
банкоматов у игроков: k1 = 10, k2 = k3 = k4 = 0.

Таблица 1. Значения вектора Шепли для коалиционных структур
и проверка их устойчивости для примера 1

π φπ
1 φπ

2 φπ
3 φπ

4 Проверка Устойчивость
на устойчивость разбиения

{{1, 2, 3, 4}} 9000 4200 1200 3600 + да
{{1}, {2, 3, 4}} 0 0 0 0 – нет
{{2}, {1, 3, 4}} 4800 0 1200 3600 – нет
{{3}, {1, 2, 4}} 7800 4200 0 3600 – нет
{{4}, {1, 2, 3}} 5400 4200 1200 0 – нет
{{1, 2}, {3, 4}} 4200 4200 0 0 – нет
{{1, 3}, {2, 4}} 1200 0 1200 0 – нет
{{1, 4}, {2, 3}} 3600 0 0 3600 – нет
{{1}, {2, 3}, {4}} 0 0 0 0 – нет
{{1, 2}, {3}, {4}} 4200 4200 0 0 – нет
{{1}, {2}, {3, 4}} 0 0 0 0 – нет
{{1, 3}, {2}, {4}} 1200 0 1200 0 – нет
{{1}, {2, 4}, {3}} 0 0 0 0 – нет
{{1, 4}, {2}, {3}} 3600 0 0 3600 – нет
{{1}, {2}, {3}, {4}} 0 0 0 0 – нет

Коалиционная структура {{1, 2, 3, 4}} является единственной устой-
чивой коалиционной структурой, это следует из теоремы 4.1.

Пример 2. Игроки с банкоматами — множество A = {1, 2}, иг-
роки без банкоматов — множество N \A = {3, 4}. Количество банко-
матов у игроков: k1 = 10, k2 = 5, k3 = k4 = 0.

Из утверждения 4.4 делаем вывод о неустойчивости десяти коа-
лиционных структур, т. е. существует необходимость в проверке на
устойчивость лишь пяти коалиционных структур. Вычисление век-
тора Шепли дает возможность дополнительно исключить структуру
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{{1, 2, 3, 4}}, поскольку вектор Шепли, вычисленный для нее, не яв-
ляется дележом. Проверка оставшихся коалиционных структур на
устойчивость согласно определению 3.4 показала, что в данном слу-
чае четыре из пяти коалиционных структур являются устойчивыми.

Таблица 2. Значения вектора Шепли для коалиционных структур
и проверка их устойчивости для примера 2

π φπ
1 φπ

2 φπ
3 φπ

4 Проверка Устойчивость
на устойчивость разбиения

{{1, 2, 3, 4}} -400 -400 1600 4800 + нет
{{1}, {2, 3, 4}} 0 4800 1200 3600 + да
{{2}, {1, 3, 4}} 4800 0 1200 3600 + да
{{3}, {1, 2, 4}} -800 -800 0 4800 – нет
{{4}, {1, 2, 3}} -1600 -1600 1600 0 – нет
{{1, 2}, {3, 4}} -2000 -2000 0 0 – нет
{{1, 3}, {2, 4}} 1200 3600 1200 3600 + да
{{1, 4}, {2, 3}} 3600 1200 1200 3600 + да
{{1}, {2, 3}, {4}} 0 1200 1200 0 – нет
{{1, 2}, {3}, {4}} -2000 -2000 0 0 – нет
{{1}, {2}, {3, 4}} 0 0 0 0 – нет
{{1, 3}, {2}, {4}} 1200 0 1200 0 – нет
{{1}, {2, 4}, {3}} 0 3600 0 3600 – нет
{{1, 4}, {2}, {3}} 3600 0 0 3600 – нет
{{1}, {2}, {3}, {4}} 0 0 0 0 – нет

Пример 3. В этом случае игроки с банкоматами — множество
A = {1, 2, 3}, игроки без банкоматов — множество N \ A = {4}. Ко-
личество банкоматов у игроков: k1 = 10, k2 = 5, k3 = 2, k4 = 0.

Таблица 3. Значения вектора Шепли для коалиционных структур
и проверка их устойчивости для примера 3

π φπ
1 φπ

2 φπ
3 φπ

4 Проверка на Устойчивость
устойчивость разбиения

{{1, 2, 3, 4}} -1576.94 -1600.75 -434.08 5400 + нет
{{1}, {2, 3, 4}} 0 342.86 342.86 4800 + да
{{2}, {1, 3, 4}} 366.67 0 366.67 4800 + да
{{3}, {1, 2, 4}} -800 -800 0 4800 + нет
{{4}, {1, 2, 3}} -2176.94 -2184.87 -1034.08 0 – нет
{{1, 2}, {3, 4}} -2000 -2000 3600 3600 – нет
{{1, 3}, {2, 4}} -833.33 3600 -833.33 3600 – нет
{{1, 4}, {2, 3}} 3600 -857.14 -857.14 3600 – нет
{{1}, {2, 3}, {4}} 0 -857.14 -857.14 0 – нет
{{1, 2}, {3}, {4}} -2000 -2000 0 0 – нет
{{1}, {2}, {3, 4}} 0 0 3600 3600 + нет
{{1, 3}, {2}, {4}} -833.33 0 -833.33 0 – нет
{{1}, {2, 4}, {3}} 0 3600 0 3600 + нет
{{1, 4}, {2}, {3}} 3600 0 0 3600 + нет
{{1}, {2}, {3}, {4}} 0 0 0 0 – нет
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По утверждению 4.4 коалиционные структуры {{4}, {1, 2, 3}},
{{1}, {2, 3}, {4}}, {{1, 2}, {3}, {4}}, {{1, 3}, {2}, {4}} не являются ус-
тойчивыми. Коалиционные структуры {{1, 2}, {3, 4}}, {{1, 3}, {2, 4}},
{{1, 4}, {2, 3}} не устойчивы по утверждению 4.2, поскольку они со-
держат коалиции, состоящие только из игроков из множества A. Та-
ком образом, требуется проверка лишь семи из пятнадцати коали-
ционных структур на устойчивость. После вычисления вектора Ше-
пли для подозрительных на устойчивость коалиционных структур
по теореме 3.1 структуры {{1, 2, 3, 4}} и {{3}, {1, 2, 4}} не устойчи-
вы, поскольку вектор Шепли, вычисленный для этих коалиционных
структур не является дележом. В результате проверки оставшихся
коалиционных структур на устойчивость получаем, что только две
из них: {{1}, {2, 3, 4}}, {{2}, {1, 3, 4}} являются устойчивыми.
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Abstract : In the paper a problem of bank costs reduction is considered.
In the coalition case, it is assumed that cooperation may be restricted
by a coalition structure. A question of stability of a coalition structure
with respect to the Shapley value is investigated. Theoretical results are
illustrated by numerical examples.
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