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В работе предлагается оптимизационная односекторная мо-
дель управления экономическим ростом с нелинейной произ-
водственной функцией и качеством окружающей среды стра-
ны. Аналитически находится точка покоя Гамильтоновой си-
стемы; оптимальная траектория находится численно. Модель
калибруется для России.
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1. Введение

На сегодняшний день очевидным является тот факт, что качество
природной среды во все большей мере превращается в один из важ-
нейших факторов экономического развития. Существует запрос на
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органичное сочетание производственных и природоохранных процес-
сов в едином воспроизводственном процессе, переход к качественно
новому, более эффективному взаимоотношению общества и приро-
ды. Развитие математических моделей, отражающих взаимодействие
экономического роста и качества окружающей среды в государстве, а
также поиск с их помощью оптимальной стратегии развития вносит
существенный вклад в решение вышеупомянутых задач.

В данной работе рассматривается задача оптимального управле-
ния для одной из таких моделей. Модель отражает односекторную
экономику, в которой производство происходит согласно нелинейной
производственной функции типа Кобба-Дугласа, а качество окружа-
ющей среды обратно пропорционально объему производства с неко-
торой эластичностью. Предполагается, что экономический рост про-
исходит таким образом, чтобы максимизировать целевую функцию,
состоящую из двух компонент – функции полезности потребления и
качества окружающей среды. Подобные задачи рассматривались в
[2], [4], [5], [7-12]. Методология решения рассматриваемой задачи ос-
новывается на применении основного элемента теории оптимального
управления – принципа максимума Л.С. Понтрягина [3] к задачам
на бесконечном интервале времени в монотонном случае [1].

2. Модель

Пусть Y (t) – национальный ВВП, K(t) – запас капитала, C(t) –
уровень потребления, E(t) – качество окружающей среды в момент
времени t ≥ 0. Пусть также c(t) ∈ [0, 1] – часть ВВП, направляемая
на потребление, т.е.

C(t) = c(t)Y (t) (2.1)

(t ≥ 0). Измеримая функция c(·) выступает в качестве управления в
рассматриваемой модели.

Связь капитала и ВВП осуществляется через производственную
функцию, в качестве которой в этой работе будем использовать про-
изводственную функцию типа Кобба-Дугласа [6], т.е. положим

Y (t) = AKα(t) (2.2)

(t ≥ 0), где A > 0 – производительность капитала, α ∈ (0, 1] – эла-
стичность ВВП по отношению к капиталу.
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Запас капитала прирастает согласно [6]

K̇(t) = Y (t)− C(t)− δK(t), K(0) = K0 (2.3)

(t ≥ 0), где δ > 0 – коэффициент амортизации капитала, K0 > 0 –
начальное значение капитала. С учетом (2.1) и (2.2), уравнение (2.3)
становится

K̇(t) = (1− c(t))AKα(t)− δK(t), K(0) = K0 (2.4)

(t ≥ 0). Заметим, что при любом управлении c(·) : c(t) ∈ [0, 1] (t ≥ 0)
имеет место: K(t) ≥ 0 для любого t ≥ 0.

Будем считать, что качество окружающей среды E(t) обратно
пропорционально объему производства с эластичностью γ > 0 :

E(t) = B0Y
−γ(t) (2.5)

(t ≥ 0), где B0 > 0 – качество окружающей среды на единицу ВВП.
С учетом вида производственной функции (2.2), формула (2.5) для
качества окружающей среды принимает вид

E(t) = BK−γα(t) (2.6)

(t ≥ 0), где B = B0A
−γ.

Будем считать, что управление экономическим развитием в рас-
сматриваемой модели осуществляется через выбор допустимого управ-
ления c(·) таким образом, чтобы максимизировать целевую функцию,
учитывающую как совокупное потребление, так и качество окружа-
ющей среды. Для их одновременной максимизации используем мгно-
венную целевую функцию c 7→ u(c,K) : [0, 1]× [0,∞) 7→ [0,∞) в виде
взвешенной суммы логарифмических функций полезности с весами
1 и w > 0:

u(c,K) = ln(cY ) + w ln E = u0 + ln c + a ln K, (2.7)

где u0 = ln A + w ln B – слагаемое, не зависящее от c и K и потому
не влияющее на оптимизацию функции полезности

a = α(1− wγ). (2.8)
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Будем предполагать, что a > 0, т.е.

0 ≤ w ≤ w0 =
1

γ
. (2.9)

Таким образом, с учетом (2.4), (2.6) и (2.7), отбрасывая слагае-
мые, не зависящие от управлений, получим следующую задачу опти-
мального управления:

J =

∫ ∞

0

e−rt(ln c(t) + a ln K(t))dt → max
c(·)

,

K̇(t) = (1− c(t))AKα(t)− δK(t), K(0) = K0,

c(t) ∈ [0, 1]

(t ≥ 0). (2.10)

Здесь r > 0 – дисконтирующий множитель.

3. Необходимые условия оптимальности

В данном разделе приводятся необходимые условия оптимально-
сти в терминах конструкций принципа максимума Понтрягина [3].
Пусть λ(·) – сопряженная переменная. Функция Гамильтона-Понтря-
гина имеет вид

H(K, λ, c) = ln c + a ln K + ((1− c)AKα − δK)λ.

Гамильтониан достигает своего глобального максимума при

∂H

∂c
= 0 ⇒ c =

1

AλKα
;

условный максимум задается по

c =





0, при x < 0,
1

AλKα
, при x ≥ 1

A
,

1, при x ∈
[
0,

1

A

]
,

(3.1)

где функция переключения x = λKα.
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Сопряженное уравнение имеет вид

λ̇(t) = (r + δ)λ(t)− a

K(t)
− αA(1− c(t))λ(t)

K1−α(t)
(3.2)

(t ≥ 0). Отметим, что поскольку задача (2.10) сформулирована на
бесконечном полуинтервале времени, то стандартное условие транс-
версальности на правом конце, вообще говоря, не выполняется [1].
В данной работе используется специальный вариант принципа мак-
симума Понтрягина, сформулированный в работе [1], который, при
дополнительных условиях, гарантирует выполнение условия транс-
версальности. Приведем обоснование применимости этого специаль-
ного варианта принципа максимума, то есть проверим необходимые
дополнительные условия.

Для этих целей понадобится вспомогательная лемма.

Лемма 3.1. Пусть

0 ≤ K0 ≤
(

A

δ

) 1
1−α

. (3.3)

Тогда для любого допустимого управления c(·) и любого t ≥ 0 спра-
ведливо

0 ≤ K0e
−δt ≤ K(t) ≤

(
A

δ

) 1
1−α

.

Доказательство. Заметим, что из монотонности правой части дина-
мического уравнения задачи (2.4) следует, что

−δK(t) ≤ K̇(t) ≤ AKα(t)− δK(t)

(t ≥ 0), откуда, с учетом начального условия K(0) = K0 получаем,
что

K0e
−δt ≤ K(t) ≤ K̂(t)

(t ≥ 0), где K̂(·) – решение задачи Коши

K̇(t) = AKα(t)− δK(t), K(0) = K0

(t ≥ 0). Заметим, что данное уравнение имеет две точки покоя: K = 0

и K =

(
A

δ

) 1
1−α

. Поскольку из предположения (3.3) имеем 0 ≤ K0 ≤
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≤
(

A

δ

) 1
1−α

, то 0 ≤ K̂(t) ≤
(

A

δ

) 1
1−α

(t ≥ 0).

Для дальнейшего анализа используем следующее обозначение об-
ласти допустимых значений траектории управляемой системы (2.4)
(см. лемму 3.1):

G =

{
K : 0 ≤ K ≤

(
A

δ

) 1
1−α

}
.

Следующая лемма устанавливает выполнимость условий, гарантиру-
ющих существование решения задачи (2.10).

Лемма 3.2. Пусть выполнены предположения (2.9) и (3.3). Пусть,
кроме того, A > δ. Тогда для задачи (2.10) выполняются условия
(А1) – (А3) [1].

Доказательство. Условие (А1) [1] в терминах задачи (2.10) требует
существования такой константы L > 0, что

K ((1− c)AKα − δK) ≤ L(1 + K2) для всех K ∈ G, c ∈ [0, 1].

Положим L = A и покажем, что в этом случае данное неравенство
выполняется. Действительно, для всех K ∈ G и c ∈ [0, 1] имеем
K ((1− c)AKα − δK) ≤ AKα+1. Докажем, что для всех K ∈ G имеет
место AKα+1 ≤ A(1 + K2). Для этого рассмотрим функцию

K 7→ y(K) = AKα+1 − A(1 + K2) (K ∈ G).

Производная y′(K) = A((α + 1)Kα − 2K) обращается в ноль в един-

ственной точке K0 =

(
α + 1

2

) 1
1−α

. Вторая производная y′′(K) =

= A(α(α + 1)Kα−1 − 2) с учетом того, что α ∈ (0, 1], в данной точке
принимает значение

y′′(K0) = 2A(α− 1) < 0.

Значит, K = K0 – точка максимума функции y(·), причем при 0 ≤
≤ K ≤ K0 функция y(·) возрастает, а при K0 ≤ K ≤

(
A

δ

) 1
1−α
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функция y(·) убывает. Таким образом, значение функции y(·) в точке
K = K0 является наибольшим, то есть для всех K ∈ G выполняется

y(K) ≤ y(K0)

= A

((
α + 1

2

) 1+α
1−α

−
(

α + 1

2

) 2
1−α

− 1

)

≤ A

(
1−

(
α + 1

2

) 2
1−α

− 1

)

≤ −A

(
α + 1

2

) 2
1−α

≤ 0.

Таким образом, выполнение условия (А1) показано.

Условие (А2) [1] требует выпуклости множества

Q(K) = {(z0, z) : z0 ≤ ln c + a ln K, z = (1− c)AKα − δK, c ∈ [0, 1]}
для любого K ∈ G, которая сразу следует из линейности ограничения-
равенства по c и выпуклости логарифмической функции.

Наконец, условие (А3) [1] требует существования таких положи-
тельнозначных функций ϑ(·) и ϕ(·), заданных на [0,∞), что ϑ(t) →
+0 и ϕ(t) → +0 при t → +∞ и для любой допустимой пары (K(·), c(·))
выполняются неравенства

e−rt max
c∈[0,1]

| ln c(t) + a ln K(t)| ≤ ϑ(t) для всех t ≥ 0; (3.4)

∫ ∞

T

e−rt| ln c(t) + a ln K(t)| ≤ ϕ(t) для всех T ≥ 0. (3.5)

Проверим первое неравенство условия (А3) (3.4). Из леммы 3.1 имеем

e−rt max
c∈[0,1]

| ln c(t) + a ln K(t)| ≤ a ln

(
A

δ

) 1
1−α

e−rt (t ≥ 0).

Положим ϑ(t) = a ln

(
A

δ

) 1
1−α

e−rt (t ≥ 0). Тогда, поскольку A > δ,

имеем ϑ(t) > 0 и ϑ(t) → 0 при t → +∞.
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Теперь проверим второе неравенство условия (А3) (3.5). Из леммы
3.1 имеем

∫ ∞

T

e−rt| ln c(t) + a ln K(t)|dt ≤
∫ ∞

T

e−rt ln

(
A

δ

) 1
1−α

dt

= e−rT a

r
ln

(
A

δ

) 1
1−α

.

Положим ϕ(T ) = e−rT a

r
ln

(
A

δ

) 1
1−α

> 0 (T ≥ 0). Тогда, поскольку

A > δ, имеем ϕ(t) > 0 и ϕ(t) → 0 при t → +∞.

Из теоремы 2.1 [1] и леммы 3.2 следует существование оптималь-
ного управления в задаче (2.10).

4. Оптимальные потребление и капитал

В данном разделе произведем все необходимые построения для
определения оптимальной траектории в задаче (2.10). Заметим, что
при выполнении предположения (2.9) подынтегральная функция по-
казателя качества задачи (2.10) является монотонно возрастающей
функцией фазовой переменной K. Поэтому, в этом случае задача
(2.10) удовлетворяет условию монотонности (А4) [1]. Следующая лем-
ма, основываясь на теореме 10.1 [1], устанавливает положительнознач-
ность сопряженной переменной λ(·).

Лемма 4.1. Пусть выполнены предположения (2.9) и (3.3). Пусть,
кроме того, A > δ. Пусть λ(·) – сопряженная переменная Гамиль-
тоновой системы задачи (2.10) (см. (3.2)). Тогда

λ(t) > 0 при всех t ≥ 0.

Доказательство. Для обоснования применимости теоремы 10.1 [1]
необходимо установить существование такого значения управления
c0 ∈ [0, 1], что градиент фазовой переменной K̇ положителен при
K = K0 и c = c0. Положим c0 = 0. Тогда, действительно, для правой
части (2.4) с учетом леммы 3.1 имеем оценку

AKα
0 − δK0 = AK0

(
Kα−1

0 − δ

A

)
> 0.
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Таким образом, оказывается верна теорема 10.1 [1], которая, в том
числе, устанавливает положительнозначность сопряженной перемен-
ной.

Следующая лемма устанавливает асимптотическое поведение функ-
ции переключения.

Лемма 4.2. Пусть выполнены предположения (2.9) и (3.3). Пусть,
кроме того, A > δ. Пусть (K∗(·), c∗(·)) – оптимальная пара в зада-
че (2.10), а λ(·) – соответствующая им сопряженная переменная.
Тогда существует такое τ ≥ 0, что для всех t ≥ τ выполняется

c∗(t) =
1

Aλ(t)K∗α(t)
. (4.1)

Доказательство. Во-первых, отметим, что из леммы 4.1 и условия
максимума (3.1) следует, что оптимальное управление c∗(·) не обра-
щается в ноль ни в одной точке временного интервала [0,∞). Далее,
докажем от противного. Пусть существует такое τ1 > 0, что c∗(t) = 1

для всех t ≥ τ1. Тогда Гамильтонова система на [τ1,∞) примет вид

K̇(t) = −δK(t),

λ̇(t) = (r + δ)λ(t)− a

K(t)
.

Обозначим K∗(τ1) = K∗
1 . Тогда, решая соответствующую задачу Ко-

ши для первого уравнения, получаем K∗(t) = K∗
1e
−δ(t−τ1) (t ∈ [τ1,∞)).

Без ограничения общности, можно считать, что в момент t = τ1

произошло переключение управления c c∗(t) =
1

λ(t)AK∗α(t)
на c∗(t) =

= 1. Следовательно, λ(τ1) =
1

AK∗α
1

. Решением получившейся задачи

Коши является

λ(t) = eδ(t−τ1)

(
a

rK∗
1

+

(
1

AK∗α
1

− a

rK∗
1

)
er(t−τ1)

)
(t ∈ [τ1,∞)).

Функция переключения принимает вид

x(t) = λ(t)K∗α(t)

=
a

r
+

(
K
∗(1−α)
1

A
− a

r

)
er(t−τ1) (t ∈ [τ1,∞)).
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Из леммы 3.1 и предположения (2.9) следует, что
K
∗(1−α)
1

A
− a

r
<

< 0, откуда, в свою очередь, следует, что существует такое τ2 > τ1,
что x(τ2) = 0 и необходимо переключаться на управление c(t) = 0,

что противоречит лемме 4.1. Полученное противоречие доказывает
лемму.

Дальнейший анализ будем производить на интервале [τ,∞). На
этом интервале оптимальное управление задается по (4.1) и Гамиль-
тонова система принимает вид

K̇(t) = AKα(t)− 1

λ(t)
− δK(t),

λ̇(t) = (r + δ)λ(t) +
wγα

K(t)
− αAλ(t)

K1−α(t)
.

От переменной λ(t) перейдем к переменной C(·) согласно (2.1)

C(t) = c(t)Y (t) = c(t)AKα(t) =
1

λ(t)

(t ∈ [τ,∞)), отражающей совокупный объем потребления. Тогда Га-
мильтонова система на интервале [τ,∞) переписывается в виде

K̇(t) = AKα(t)− C(t)− δK(t), (4.2)

Ċ(t) =
C(t)

K(t)
(αAKα(t)− (r + δ)K(t)− wγαC(t)) . (4.3)

Точки покоя системы (4.2), (4.3) – начало координат K = 0, C = 0 и
точка (K∗, C∗) пересечения кривых

K̇(t) = 0 ⇒ C1(K) = AKα − δK, (4.4)

Ċ(t) = 0 ⇒ C2(K) =
1

wγα
(αAKα − (r + δ)K) ; (4.5)

откуда получаем

K∗ =

(
Aα(1− wγ)

r + δ(1− wγα)

) 1
1−α

, (4.6)

C∗ = A

(
Aα(1− wγ)

r + δ(1− wγα)

) α
1−α

− δ

(
Aα(1− wγ)

r + δ(1− wγα)

) 1
1−α

. (4.7)
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Заметим, что K∗ > 0 и, поскольку из (2.9) следует, что 1− wγα > 0,
то C∗ > 0. Таким образом, точка покоя (K∗, C∗) лежит в положитель-
ном ортанте плоскости K0C.

Установим характер устойчивости точки покоя (K∗, C∗) (4.6), (4.7).

Лемма 4.3. Точка покоя (K∗, C∗) (4.6), (4.7) Гамильтоновой систе-
мы (4.2), (4.3) – седловая точка.

Доказательство. Линеаризуем Гамильтонову систему (4.2), (4.3) в
окрестности точки покоя (K∗, C∗) (4.6), (4.7), получим

(
K̇(t)

Ċ(t)

)
= J(K∗, C∗)

(
K(t)−K∗
C(t)− C∗

)
, (4.8)

где J(K, C) – Якобиан системы (4.2), (4.3). Вычисляя первые частные
производные правых частей Гамильтоновой системы (4.2), (4.3) по K

и C, получаем

J(K∗, C∗) =




αA

K1−α∗
− δ −1

−α(1− α)AC∗
K2−α∗

+
wγαC2

∗
K2∗

αA

K1−α∗
− (r + δ)− 2wγαC∗

K∗


 .

С учетом (4.6), (4.7), получаем

J(K∗, C∗)=




r + wγδ(1− α)

1− wγ
−1

r+δ(1− α)

α(1−wγ)2

(
−(1−α)(r+δ(1− α))|!+

+wγ(r + δ(1− wγα))
) wγ(r−δ(1−α))

1−wγ




.

Собственные числа матрицы J(K∗, C∗) являются корнями характе-
ристического уравнения

det (J(K∗, C∗)− χE) = 0,

что эквивалентно

χ2 − tr J(K∗, C∗)χ + det J(K∗, C∗) = 0.
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Тогда корни характеристического уравнения задаются по

χ1,2 =
tr J(K∗, C∗)±

√
tr2 J(K∗, C∗)− 4 det J(K∗, C∗)

2
.

Далее заметим, что

det J(K∗, C∗) = −r + δ(1− α)

α(1− wγ)

(
(1− α)(r + δ) + wα2δγ

)
< 0.

Таким образом, собственные числа χ1 и χ2 являются действитель-
ными и имеют разные знаки. Следовательно, точка покоя (K∗, C∗)
является седловой.

Проанализируем поведение кривых C1(·) и C2(·) на фазовой плос-
кости. Кривая C1(·) пересекает горизонтальную ось K при K1 =

=

(
A

δ

) 1
1−α

, причем, для всех K > 0

∂C1

∂K
= αAKα−1 − δ,

∂2C1

∂K2
= −α(1− α)AKα−2 < 0.

Следовательно, кривая C1(·) вогнута и достигает глобального макси-

мума при K2 =

(
αA

δ

) 1
1−α

, причем K2 < K1. Кривая C2(·) пересекает

горизонтальную ось K при K3 =

(
αA

r + δ

) 1
1−α

, причем K3 < K2. Да-
лее,

∂C2

∂K
=

α2AKα−1 − r − δ

1− wγδ
,

∂2C2

∂K2
= −α2(1− α)AKα−2

1− wγδ
< 0.

Следовательно, кривая C2(·) вогнута и достигает глобального макси-

мума при K4 =

(
α2A

(r + δ)

) 1
1−α

, причем K4 < K3.

Рассмотрим фазовый портрет Гамильтоновой системы (4.2), (4.3).
Кривые C1(·) и C2(·) делят положительный ортант плоскости K0C на
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четыре области:

P1 = {(K, C) : C ≥ 0, K ≥ 0, C1(K) ≤ C ≤ C2(K)},
P2 = {(K, C) : C ≥ 0, K ≥ 0, C ≤ C1(K), C ≤ C2(K)},
P3 = {(K, C) : C ≥ 0, K ≥ 0, C1(K) ≤ C, C2(K) ≤ C},
P4 = {(K, C) : C ≥ 0, K ≥ 0, C2(K) ≤ K ≤ C1(K)}.

Из (4.2), (4.3) следует, что в области P1 K̇ ≤ 0, а Ċ ≥ 0; в области P2

K̇ ≥ 0, а Ċ ≥ 0; в области P3 K̇ ≤ 0, а Ċ ≤ 0; и, наконец, в области
P4 K̇ ≥ 0, а Ċ ≤ 0.

Леммы 4.2 и 4.3 дают основание для применения алгоритма рас-
чета оптимальной траектории из точки покоя в обратном времени
[2], [5] (там же приведено и обоснование данного алгоритма). Будем
следовать следующему алгоритму:

1. По формулам (4.6), (4.7) рассчитать точку покоя (K∗, C∗) Га-
мильтоновой системы (4.2), (4.3);

2. Линеаризовать Гамильтонову систему (4.2), (4.3) в окрестности
точки покоя (K∗, C∗) (4.6), (4.7) согласно (4.8);

3. Зафиксировать параметр ε > 0, задающий точность алгоритма.
Построить характеристическую точку (Kε, Cε) из ε−окрестности
точки покоя (K∗, C∗) (4.6), (4.7) как решение линеаризованной
системы (4.8) в обратном времени из точки покоя (K∗, C∗) (4.6),
(4.7) в направлении собственного вектора системы, отвечающе-
го отрицательному собственному значению.

4. Построить решение Гамильтоновой системы (4.2), (4.3) в об-
ратном времени из точки (Kε, Cε) до того момента t = t̄, при
котором либо K(t̄) = K0, либо наступит условие переключения
C(t̄) = AKα(t̄) (см. (2.1), (3.1)).

5. Во втором случае, переключить управление на C(t) = AKα(t)

(c(t) = 1) и продолжать решение до момента t = t̄1, при котором
K(t̄1) = K0.

Из лемм 4.2 и 4.3, а также замечания 4.1 [2] следует
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Теорема 4.1. Пусть выполнены предположения (2.9), (3.3). Тогда

управление c∗(t) =
C∗(t)

AK∗α(t)
, где C∗(·) и K∗(·) найдены по описанному

выше алгоритму, оптимально в задаче (2.10).

5. Анализ чувствительности модели

В этом разделе проанализируем зависимость точки покоя задачи
(2.10) от выбора весового коэффициента w, описывающего вес индек-
са качества окружающей среды по сравнению с индексом потребле-
ния в целевом функционале. Напомним, что модель рассматривается
при достаточно малых значениях w, а именно, при предположении
(2.9).

Из (4.6), (4.7) имеем

∂K∗
∂w

= − α

1− α

(
A(1− wγα)

r + δ(1− wγα)

) α
1−α γA

(r + δ(1− wγα))2
< 0,

∂C∗
∂w

=
αA

K1−α∗

∂K∗
∂w

− δ < 0.

Таким образом, с ростом веса индекса качества окружающей среды
w, оптимальное значение капитала и потребления уменьшаются.

Вычислим также точку покоя ВВП Y∗ = AKα
∗ , качества окружа-

ющей среды E∗ = BK−γ
∗ и доли потребления в ВВП c∗ =

C∗
AKα∗

:

Y∗ = A

(
A(1− wγα)

r + δ(1− wγα)

) α
1−α

,

E∗ = B

(
A(1− wγα)

r + δ(1− wγα)

)− γ
1−α

,

c∗ =
r + δ(1− α)

r + δ(1− wγα)
,
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причем

∂Y∗
∂w

=
αA

K1−α∗

∂K∗
∂w

< 0,

∂E∗
∂w

= −γBK−1−γ
∗

∂K∗
∂w

> 0,

∂c∗
∂w

= δγα
r + δ(1− α)

(r + δ(1− wγα))2
> 0.

Таким образом, с ростом веса индекса качества окружающей сре-
ды w, оптимальное значение ВВП уменьшается, оптимальное значе-
ние качества окружающей среды увеличивается, и доля потребления
в ВВП увеличивается (доля инвестиций при этом, соответственно,
уменьшается). Отметим, что одновременный рост как качества окру-
жающей среды, так и ВВП за счет изменения весового множителя w

в данной модели невозможен. Однако, он возможен при, например,
повышении производительности капитала A или понижении коэф-
фициента амортизации δ.

Кривая Парето (множество всех возможных значений перемен-
ных при различных значениях весового множителя) ВВП Y∗ и каче-
ства окружающей среды E∗ задается формулой

E∗ = AγBαY
− γ

α∗ ,

причем

Y∗min =Y∗(w0)=A

(
Aα(1− α)

r + δ(1− α)

) α
1−α

, Y∗max =Y∗(0) = A

(
Aα

r + δ

) α
1−α

,

E∗min =E∗(0)=B

(
Aα

r + δ

)− γ
1−α

, E∗max =E∗(w0)=B

(
Aα(1− α)

r + δ(1− α)

)− γ
1−α

;

Y∗max

Y∗min

=

(
1 +

rα

(r + δ)(1− α)

) α
1−α

,

E∗max

E∗min

=

(
1 +

rα

(r + δ)(1− α)

) γ
1−α

.

Таким образом, если эластичность ВВП по отношению к капиталу α

больше эластичности качества окружающей среды по отношению к
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капиталу (что эквивалентно его эластичности по отношению к ВВП),
то и чувствительность оптимального ВВП по отношению к измене-
нию весового множителя w больше аналогичной чувствительности
оптимального качества окружающей среды.

6. Калибровка и результаты моделирования для России

На основе анализа тенденций динамики основных загрязнителей
воздуха и воды в России за период с 1990 по 2008 г. [13] в [4] пред-
ложено использовать величину, обратную выбросам СО2, в качестве
индикатора, описывающего состояние окружающей среды. Там же
были оценены параметры B0 и γ соотношения (2.5) как 9.51E − 5 и
0.19 соответственно (R2 = 0.93). С помощью регрессионного анализа
([13], на периоде с 1991 по 2008 г.) калибруем параметры α и A соотно-
шения (2.2) как 0.58 и A = 1.05 соответственно (R2 = 0.54). Исследуя
данные по инфляции потребительских цен, дефлятору ВВП и реаль-
ной процентной ставки в России с 2000 по 2010 г. [13] как объективных
факторов, а также принимая во внимание субъективные факторы
[11], выберем показатель дисконтирования на уровне r = 0.15. Нако-
нец, устаревание капитала можно взять на уровне δ = 0.05. Заметим,
что полученные значения параметров удовлетворяют предположени-
ям модели (2.9), (3.3).

На рис. 1 изображены точки покоя Гамильтоновой системы (4.2),
(4.3) в зависимости от веса w (заметим, что при полученных значени-
ях параметров для России получаем, что максимальный вес w0, при
котором верны все рассуждения этой статьи, составляет w0 = 5.35).
Экстенсивные экономические показатели – оптимальные ВВП, за-
пас капитала и потребление – практически равномерно убывают с
ростом веса качества окружающей среды w. Само качество окружа-
ющей среды при этом растет, и при достаточно большом весе w –
растет с большим ускорением. Интенсивная величина – доля потреб-
ления в ВВП также растет с ростом w, то есть больший учет качества
окружающий среды должен приводить к росту уровня потребления
и, соответственно, к снижению уровня инвестиций.
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На рис. 2 для иллюстрации изображены фазовые портреты Га-
мильтоновой системы (4.2), (4.3) и оптимальные траектории на фа-
зовой плоскости для нескольких значений весовых множителей. На
рис. 3 изображены оптимальные фазовые траектории в переменных
ВВП и качества окружающей среды по отношению к доли потребле-
ния. Как обсуждалось выше, ВВП оказывается более чувствитель-
ным к выбору w, чем качество окружающей среды.
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Рисунок 1. Зависимость точек покоя капитала, ВВП, потребления,
доли потребления и качества окружающей среды от весового

множителя, задающего важность качества окружающей среды.



90 Е.А. Ровенская

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

2 4 6 8 10 12 14
K

5
10
15
20

C

Рисунок 2. Фазовые портреты Гамильтоновых систем при
w = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0 соответственно.
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Abstract : In this paper we suggest a stylized optimization one-sector
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numerically. The model is calibrated for Russia.

Keywords : mathematical modeling, optimal control, economic growth,
sustainable development.


