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Данная работа уточняет необходимые условия равновесия
по Нэшу для игровых задач на бесконечном промежутке вре-
мени в классе программных стратегий. Для сопряженных пе-
ременных получено необходимое асимптотическое условие для
равновесия, построенного на основе критерия «равномерно
слабо-обгоняющее оптимальное решение». В ряде случаев (в
частности, при критерии «сильное оптимальное решение») это
позволяет выразить сопряженную переменную явно. С.М. Асе-
ев, А.В. Кряжимский, В.М. Вельев использовали подобное вы-
ражение как необходимое условие оптимальности в некоторых
задачах управления. Рассматривается два примера: предло-
женная Зоргером модель олигополии типа Ланчестера и ли-
нейная игра двух лиц с одинаковыми возможностями и проти-
воположными интересами, имеющая однако, совершенно раз-
ные по результату равновесия по Нэшу.
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1. Введение

Для игр в классе программных стратегий необходимые условия в
виде принципа максимума Понтрягина [6] легко выписываются (см.,
например, [19]). Но в случае бесконечного промежутка времени, если
правый конец нефиксирован, эти условия не дают «полную» систему
соотношений, и, вообще говоря, требуют условия трансверсальности
на бесконечности (подробнее см. [1,33,36,38-40]). Основной трудно-
стью для построения краевого условия, дополняющего систему прин-
ципа максимума до полной, является требование выделить в линей-
ном уравнении (для сопряженной переменной) асимптотику, которой
удовлетворяет хотя бы одно, но и не все его решения. Для отдель-
ных классов задач управления это удавалось сделать при сильных
ограничениях на рост переменных, отметим [1-2,14-17,38]. В данной
работе предлагается краевое условие, не требующее таких условий;
его построение основано на идее, сформулированной ранее в [38].

Отметим, что в задачах на бесконечном промежутке имеется
несколько критериев оптимальности [21,27,42,45,46]. В данной рабо-
те для построения понятия равновесия по Нэшу используются кри-
терии «равномерно слабо-обгоняющее оптимальное» и «сильно опти-
мальное» решения. Второе гарантирует, что каждый игрок не может
изменением своего управления улучшить свой результат в каждый
момент из некоторой неограниченно возрастающей последователь-
ности моментов времени. Первое из определений гарантирует лишь,
что выбранное управление проигрывает оптимальному для данного
момента тем меньше (ближе к нулю), чем больше номер этого мо-
мента. Как в том, так и в другом варианте равновесия по Нэшу для
сопряженной переменной каждого игрока в данной работе построе-
ны необходимые асимптотические условия на бесконечности. В ряде
случаев эти условия подобны явному виду сопряженной переменной,
полученному для некоторых задач управления в работах [1,2,14-17].

Работа строится следующим образом. Сначала вводятся все ос-
новные определения и постановки, затем выписываются соотноше-
ния принципа максимума и предлагаемое краевое условие. Форму-
лируется основная теорема и ее следствия, затем – формулы для со-
пряженной переменной. В следующем разделе разобраны примеры.
Последние три раздела посвящены доказательству основной теоремы
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и обсуждению вопросов существования таких равновесий.

2. Определения и обозначения

Конечномерное евклидовое пространство, фазовое пространство
управляемой системы, будем обозначать через X. В качестве про-
межутка времени будет T 4

= R≥0. Через E будем обозначать вспо-
могательные конечномерные евклидовы пространства, через B(E) –
σ-алгебры их борелевских подмножеств.

Пусть имеется m игроков, каждому из которых соответствует свое
конечномерное евклидовое пространство Ui и многозначное отобра-
жение Ui : TÃ Ui. Введем отображение Uall : T 7→ Uall правилом: для
всех t ∈ T Uall(t)

4
= (U1(t), . . . , Um(t)), где Uall

4
= U1 × U2 × · · · × Um.

Будем рассматривать игру в рамках программных управлений.
Под множеством всевозможных допустимых управлений Ui каждо-
го игрока будем понимать множество всех измеримых по Борелю
локально ограниченных селекторов многозначного отображения Ui.
Топологию на Ui зададим в силу вложения Ui ⊂ L1

loc(T,Ui).

Заменяя в последнем определении «i» на «all» получаем то-
пологическое пространство Uall всевозможных наборов допустимых
управлений игроков, легко видеть, что оно является произведением
топологических пространств Ui по всем i. Теперь для всякого набо-
ра u

4
= (u1, . . . , um) ∈ Uall, для всякого управления ūi ∈ Ui игрока

i введем обозначение u|ūi
4
= (u1, u2, . . . , ui−1, ūi, ui+1, . . . , um); тогда

множество {u1}× · · · × {ui−1}×Ui×{ui+1}× · · · × {um} ⊂ Uall можно
обозначить как u|Ui.

Всюду далее предполагается, что:
Условие (u) : для каждого игрока компактнозначное отображе-

ние Ui интегрально ограничено на компактах и имеет измеримый
график Gr Ui (Gr Ui ∈ B(T× Ui)).

Условие (fg) : динамика системы f : T×X×Uall 7→ X и целевые
функции всех игроков gi : T × X × Uall 7→ R, вместе со своими про-
изводными по x, – локально липшицевые интегрально ограниченные
на компактах отображения Каратеодори, кроме того f удовлетворяет
условию подлинейного роста по x.

Пусть дана управляемая система

ẋ = f(t, x, u), x(0) = x∗, t ∈ T, x ∈ X, u ∈ Uall(t). (2.1a)
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Теперь всякому реализовавшемуся управлению u ∈ Uall можно сопо-
ставить решение уравнения (2.1a), это решение единственным обра-
зом может быть продолжено на все T, обозначим его через x(u; ·).
В силу теоремы о непрерывной зависимости решений дифференци-
альных уравнений [4] это отображение непрерывно отображает Uall

в Cloc(T,X).
Пусть всякий игрок i желает максимизировать на траекториях

системы (2.1a) при достаточно больших T функционал

Ji(u; T )
4
=

∫

[0,T ]

gi

(
t, x(u; t), u(t)

)
dt → max . (2.1b)

Отметим, что вообще говоря, данный интеграл не обязан ни для всех
допустимых управлений игроков, ни для каких-либо управлений, при
T →∞ сходиться ни к конечному числу, ни к бесконечности. В этом
случае требуется формализовать, что понимать под оптимальностью
значения этого интеграла при сколь угодно больших T .

В задачах управления на бесконечном промежутке предложено
несколько серий таких определений оптимальности [20,21,27,42]. Нас
интересует прежде всего оптимальность на основе понятия «обгоняю-
щее» (overtaking), а именно «равномерно слабо-обгоняющее» (weakly
uniformly overtaking); см. [34], историю вопроса в [21,26,34]. В рабо-
тах [23-25] было сформулировано понятие «обгоняющее равновесие
по Нэшу» (Nash overtaking-equilibrium). Построим подобное опреде-
ление на основе критерия «равномерно слабо-обгоняющее» ("weakly
uniformly overtaking"; см., например, [21,27]):

Определение 2.1. Будем говорить, что управление u0 ∈ Uall яв-
ляется равновесием по Нэшу, если для каждого игрока i, найдут-
ся сходящаяся к нулю последовательность неотрицательных чисел
αn, а также неограниченно возрастающая последовательность мо-
ментов времени τn

i такие, что при всех ūi ∈ Ui и при всех n ∈ N
выполнено

Ji(u
0; τn

i ) > Ji(u
0|ūi; τ

n
i )− αn. (2.2)

Отметим, что в этом определении для всякого игрока i имеет-
ся неограниченная последовательность τi

4
= (τn

i )n∈N моментов вре-
мени τn

i , вдоль которой этот игрок собственно и оптимизирует свой
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показатель качества; таким образом для каждого такого равнове-
сия имеется набор неограниченно возрастающих последовательно-
стей τ

4
= (τ1, . . . , τm). Как следствие, в том случае, когда нам нужно

уточнить какой именно набор τ использовался в определении рав-
новесия по Нэшу, мы будем говорить о τ -равновесии. Всюду далее
будем предполагать, что для некоторого набора τ такое τ -равновесие
u0 ∈ Uall существует. Вопрос существования такого равновесия рас-
сматривается в конце раздела 7.

Предыдущее определение можно усилить, возьмем за основу кри-
терий "strongly optimal"(см., например, [21,27]):

Определение 2.2. Будем говорить, что для игрока i τ -равновесие
по Нэшу сильное, если Ji(u

0; τn
i ) ≥ Ji(u

0|ūi; τ
n
i ) при всех ūi ∈ Ui для

всякого n ∈ N.

Отметим также, что можно было бы строить равновесие по Нэшу,
требуя существование пределов Ji(u; t) при t →∞. В задачах управ-
ления такие определения оптимальности нередки, например в [20]
это одно из требований допустимости управления, а в [21,27] суще-
ствование такого предела – дополнительное требование для сильно
оптимального управления. Однако такое требование, хотя бы и для
управления, доставляющего равновесие по Нэшу, может значитель-
но снизить возможности игры, оставляя, как в примере 6.1, каждому
игроку лишь самое невыгодное равновесие.

3. Соотношения принципа максимума

Для динамических игр в классе программных стратегий можно
записать необходимые условия оптимальности в виде принципа мак-
симума. Для задач на конечном промежутке это достаточно подробно
описано, например в монографии [19].

Определим для всякого игрока i функцию Гамильтона-
Понтрягина Hi : X × T × Uall × T × X 7→ R правилом:
Hi(x, t, u, λ, ψ)

4
= ψf

(
t, x, u

)
+ λgi

(
t, x, u

)
. Введем соотношения
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ẋ(t) = f
(
t, x(t), u(t)

)
; (3.1a)

−ψ̇i(t) =
∂Hi

∂x

(
x(t), t, u(t), λ, ψi(t)

)
;(3.1b)

sup
pi∈Ui(t)

Hi

(
x(t), t, u(t)|pi, λ, ψi(t)

)
=Hi

(
x(t), t, u(t), λ, ψi(t)

)
; (3.1c)

||ψ(0)||X + λ = 1. (3.1d)

Легко видеть, что для всех u ∈ Uall, при любых начальных условиях
система (3.1a),(3.1b) имеет локальное решение, и всякое решение этих
соотношений продолжимо на все T.

Обозначим через Yi семейство всевозможных решений
(x, u0|ui, λ, ψi) ∈ Cloc(T,X) × u0|Ui × [0, 1] × Cloc(T,X) системы
(3.1a),(3.1b),(3.1d) на T, через Zi – семейство тех решений из Yi, для
которых почти всюду на T выполнено также (3.1c).

Соотношения принципа максимума, выписанные выше, хорошо
известны, их необходимость для задачи управления показана прежде
всего в [6,33], для игровых задач отметим [19,23-25], историю вопро-
са можно посмотреть например в [19,§6.9]. Заметим, однако, что и
в задачах управления на бесконечном промежутке эти соотношения
не полны, и, в общем случае, требуют дополнительного условия, кра-
евого условия на бесконечности (подробнее см. [1,33,36,38-40]). При
построении таких условий основной трудностью является не обилие
различных критериев оптимальности, а требование выделить в ли-
нейном уравнении (для ψ) асимптотику, которой удовлетворяет хотя
бы одно, но и не все ее решения (см. [1, § 6 и § 16],[33,38]).

В качестве такого условия для задач управления со свободным
правым концом в работах [38,39] было предложено следующее: пусть
решение принципа максимума будет поточечным пределом решений
той же системы, сопряженная переменная которых зануляется во все
более поздние моменты времени.

Определение 3.1. Будем говорить, что нетривиальное реше-
ние (x0, λ0, ψ0

i ) соотношений принципа максимума (3.1a)–(3.1d) τ -
исчезающее (или просто исчезающее), если существует сходящая-
ся к (x0, λ0

i , ψ
0
i ) равномерно на всяком компакте последовательность
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решений (xn
i , λ

n
i , ψ

n
i ) системы

ẋ(t) = f
(
t, x(t), u0(t)

)
; (3.2a)

λ̇i(t) = 0; (3.2b)

−ψ̇i(t) =
∂Hi

∂x

(
x(t), t, u0(t), λi, ψi(t)

)
(3.2c)

с краевыми условиями
ψn

i (τ ′ni ) = 0 (3.2d)

для некоторой подпоследовательности τ ′i последовательности τi.

Далее будет показано, что существование для каждого игрока
τi-исчезающего решения принципа максимума необходимо для τ -
равновесия по Нэшу. Для сильного равновесия по Нэшу можно вве-
сти более сильное необходимое условие.

Будем говорить, что решение (x0, u0, λ0, ψ0
i ) строго τ -исчезающее,

если в предыдущем определении можно принять xn
i ≡ x0 для всех

n ∈ N, потребовав также, чтобы соотношение (3.1c) было выполнено
для каждого (x0, λn

i , ψn
i ) (n ∈ N) почти всюду на [0, τn

i ].

4. Необходимое краевое условие принципа максимума

Теорема 4.1. В условиях (fg), (u) для всякого τ -равновесия по Нэшу
(u0

1, . . . , u
0
m) ∈ Cloc(T,X)×Uall и соответствующей ему траектории

x0, для всякого игрока i найдутся такие λ0
i ∈ [0, 1], ψ0

i ∈ C(T,X),
что

1) (x0, u0, λ0
i , ψ

0
i ) ∈ Zi, то есть этот кортеж удовлетворяет

всем соотношениям принципа максимума (3.1a)-(3.1d);
2) (x0, λ0

i , ψ
0
i ) – τ -исчезающее решение, то есть для некоторой

подпоследовательности τ ′i ⊂ τi тройка (x0, λ0
i , ψ

0
i ) является равно-

мерным на всяком компакте пределом решений (xn
i , λn

i , ψ
n
i ) системы

(3.2a)–(3.2c) с краевым условием (3.2d).

Следствие 4.1. Если для игрока i данное равновесие сильное, то
для него существует строгое τ -исчезающее решение (x0, λ0

i , ψ
0
i ) со-

отношений принципа максимума (3.1a)-(3.1d), то есть для него
можно дополнительно считать, что xn ≡ x0, и все (x0, λn

i , ψ
n
i ) удо-

влетворяют (3.1c) почти всюду на [0, τn
i ].
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Доказательство теоремы 4.1 вынесено в разделы 7–9. Очертим
здесь лишь его основной ход. Показывается (см. раздел 8) существо-
вание интегральных показателей, малость которых гарантирует на-
хождение траектории управляемой системы внутри заданной инте-
гральной воронки, порожденной управлением u0. Для каждого иг-
рока i рассматривается последовательность задач оптимизации на
промежутках вида [0, τn

i ], при этом в функционал (2.1b) добавляется
в качестве штрафа построенный ранее зависящий лишь от t и ui ин-
тегральный показатель. В рамках обобщенных управлений (раздел
7) эти задачи имеют оптимальные решения, для них выписывают-
ся соответствующие соотношения принципа максимума. Переходом
к подпоследовательности находится как предел таких решений, так
и выполняющиеся для него соотношения принципа максимума. Из
определения равновесия будет следовать малость штрафа, откуда
предельное решение будет обязано порождаться лишь доставляющим
равновесие управлением u0, в частности (x0, u0, λ0, ψ0) обязано удо-
влетворять принципу максимума. Чтобы доказать, что оно также яв-
ляется τ -исчезающим, из правых концов оптимальных на отрезках
[0, τn

i ] обобщенных решений, в обратном времени, выпускаются по-
рожденные оптимальным управлением u0 решения (xn

i , λ
n
i , ψn

i ). Они
содержатся в порожденной u0 интегральной воронке траекторий во-
круг (x0, λ0, ψ0); в силу так построенного штрафа ширина воронки в
начальный момент времени может быть сделана сколь угодно малой,
следовательно построенная последовательность в начальный момент
времени сходится к (x0(0), λ0, ψ0(0)). Теперь из теоремы о непрерыв-
ной зависимости от начальных значений отсюда следует требуемая
сходимость и на каждом конечном промежутке.

Отметим также, что ключевые вспомогательные утверждения
(предложение 7.1 и лемма 8.1), показанные в [35], для полноты изло-
жения приведены здесь вместе с доказательствами.

5. Формулы для исчезающего решения

Для всякого начального условия ξ ∈ X будем обозначать порож-
денное управлением u ∈ U решение x уравнения (3.2a) c условием
x(0) = ξ через x(ξ, u; ·).

Воспользуемся тем, что система (3.2b)–(3.2c) линейна, рассмотрим
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решение задачи Коши:

dA(ξ; t)

dt
=

∂f

∂x

(
t, x(ξ, u0; t), u0(t)

)
A(ξ; t), A(ξ; 0) = 1L.

Введем для всякого i векторнозначную функцию Ii времени прави-
лом: для всех T ∈ T

Ii(ξ; T )
4
=

∫ T

0

∂gi

∂x

(
t, x(ξ, u0; t), u0(t)

)
A(ξ; t) dt.

Теперь для любого решения (x, ψi, λi) системы (3.2a)–(3.2c) для всех
t ∈ T выполнена формула Коши

ψi(t) = (ψi(0)− λIi(x(0); t))A−1(x(0); t). (5.1)

Предложение 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Пусть
для игрока i имеется τ -исчезающее решение (x0, λ0, ψ0

i ) всех соот-
ношений принципа максимума.

Тогда для некоторой подпоследовательности τ ′i ⊂ τi и сходящей-
ся к x∗ последовательности начальных условий ξ, c точностью до
положительного множителя,

либо λ0 = 1, ψ0
i (0) = lim

n→∞
Ii(ξ

n; τ ′ni ), (5.2a)

причем последовательность из Ii(ξ
n; τ ′ni ) имеет конечный предел,

либо λ0 = 0, ψ0
i (0) = lim

n→∞
Ii(ξ

n; τ ′ni )

||Ii(ξn; τ ′ni )||X , (5.2b)

данный предел корректно определен, а последовательность из
||Ii(ξ

n; τ ′ni )||X неограниченно возрастает.

Доказательство. Пусть некоторое решение (λ0, ψ0
i ) является τ -

исчезающим решением; тогда (x0, λ0, ψ0
i ) является пределом реше-

ний (xn, λn, ψn) системы (3.2a)–(3.2c) , причем ψn(τ ′ni ) = 0 для неко-
торой подпоследовательности τ ′i ⊂ τi. Примем ξn 4

= xn(0); теперь
xn(·) = x(ξn, u0; ·).

По формуле Коши (5.1) при t = τ ′ni в силу ψn(τ ′ni ) = 0 имеем
ψn(0) = λnIi(ξ

n; τ ′ni ), отсюда

ψ0
i (0) = lim

n→∞
λnIi(ξ

n; τ ′ni ).
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В случае λ0 6= 0 фактически показано равенство ψ0(0) =

= λ0 limn→∞ Ii(ξ
n; τ ′ni ). Если же λ0 = 0; то, поскольку исчезающее

решение нетривиально, имеем, ψ0
i (0) 6= 0. Поделив выражение на его

же норму, получим

ψ0
i (0)

||ψ0
i (0)||X = lim

n→∞
Ii(ξ

n; τ ′ni )

||Ii(ξn; τ ′ni )||X .

Осталось воспользоваться положительной однородностью соотноше-
ний (3.2b)–(3.2c).

Для случая Ii(ξ; ·) ≡ Ii(x∗; ·), мы получаем точные формулы:

Замечание 5.1. Пусть в условиях теоремы 4.1 для игрока i или управ-
ление u0 – сильное равновесие по Нэшу, или f и gi линейны по x.

Тогда соотношениям (3.1a)–(3.1c) принципа максимума удовле-
творяет

либо λ0
i = 1, ψ0

i (0) = lim
n→∞

Ii(x∗; τ ′ni ), (5.3a)

причем последовательность из Ii(x∗; τ ′ni ) имеет конечный предел;

либо λ0
i = 0, ψ0

i (0) = lim
n→∞

Ii(x∗; τ ′ni )

||Ii(x∗; τ ′ni )||X , (5.3b)

предел существует, а последовательность из Ii(x∗; τ ′ni ) неограничена.

Иногда можно показать и большее, что показанные выше форму-
лы указывают на единственное τi-исчезающее решение, например,

Следствие 5.1. Пусть в условиях теоремы 4.1 управление u0 до-
ставляет τ -равновесие по Нэшу и для игрока i последователь-
ность τi такова, что существует конечный предел

I∗i
4
= lim

n→∞,ξ→x∗
I(ξ, τn

i ).

Тогда у этого игрока существует единственное τ -исчезающее ре-
шение принципа максимума, и (с точностью до положительного
множителя) оно имеет вид (1, ψ0

i ), где ψ0
i для всех T ∈ T задается

формулой

ψ0
i (T ) =

(
I∗i −

∫ T

0

∂gi

∂x

(
t, x0(t), u0(t)

)
A(x∗; t) dt

)
A−1(x∗, T ). (5.4a)
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В случае, если I∗i не зависит от выбора последовательности τi,
то есть существует конечный предел lim

t→∞,ξ→x∗
Ii(ξ; t), последняя

формула упрощается до

ψ0
i (T ) =

∫ ∞

T

∂gi

∂x

(
t, x0(t), u0(t)

)
A(x∗; t) dt A−1(x∗, T ), (5.4b)

где несобственный интеграл понимается в смысле Римана.

Отметим, что формула (5.4b) как явное выражение для сопряжен-
ной переменной в задачах оптимизации на бесконечном промежутке
со свободным правым концом достаточно известна. Для некоторых
классов линейных задач она была получена уже в работе [17]. На
часть стационарных задач эта формула распространена С.М. Асее-
вым, А.В. Кряжимским в работах [1,2,14]; для ряда нестационарных
систем управления С.М. Асеев, V.M. Veliov показали ее необходи-
мость в работах [15,16]. Отметим также, что при сделанных в этих
работах предположениях несобственный интеграл в (5.4b) будет обя-
зан сходиться по Лебегу.

Кроме вышеперечисленных работ, условия, достаточные для при-
менимости (5.4b), рассмотрены автором в [10,35]. Там же есть условия
для применимости формул (5.4a), (5.3b) и различные примеры.

Заметим, что формула (5.4a) использует информацию о последо-
вательности τ. Полезность этого при поиске равновесий по Нэшу де-
монстрируется игрой из 6.1. В этой, кажущейся антагонистической,
линейной игре, выбор того или иного равновесия сводится к выбору
игроками последовательностей τi.

В [9] для строго оптимального критерия построены дополнитель-
ные соотношения для τ и значений функции g на оптимальной тра-
ектории. Этого достаточно, чтобы найти τ вместе с оптимальным
управлением, однако в случае dim X > 1, полученная система пере-
определена. Например, при строго выпуклой динамике строгому для
всех τ управлению соответствует ψi ≡ 0. Именно этим, по-видимому,
можно объяснить редкость сильно оптимальных решений.

6. Примеры

Пример 6.1. Рассмотрим одну линейную игру на основе системы ма-
тематического маятника (для одного игрока она рассматривалась в
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[42]). Эта игра интересна тем, что имеет континуум равновесий по
Нэшу с существенно различными результатами игроков, хотя пона-
чалу производит впечатление антагонистической.

ẋ = y, ẏ = −x + u1 − u2, x(0) = y(0) = 0, u1, u2 ∈ [−1, 1],

J1(T ) = −
∫ T

0

ydt → max, J2(T ) =

∫ T

0

ydt → max .

Поищем всевозможные пары (u0
1, u

0
2), доставляющие равновесие по

Нэшу вдоль пары каких-либо последовательностей τ1, τ2. Посколь-
ку система линейна, то отображения A(ξ; t) и Ii(ξ; t) не зависят от
начальной позиции, и символ ξ, можно в них опустить, более того,
подойдет одна из формул следствия 5.1. Для всех t, T ∈ T имеем

A(t) =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
, Ii(T ) = (−1)i (cos T−1, sin T ) ,

Ii(t)A
−1(T ) = (−1)i

(
cos(t − T ) − cos T, sin(t − T ) + sin T

)
.

В силу ограниченности Ii применять можно формулу (5.3a). По-
скольку Ii 2π-периодичны, можно для последовательностей τi сразу
выделить такие числа ςi ∈ [0, 2π] и их подпоследовательности τ ′i , что
Ii(τ

′n
i ) → Ii(ςi) при n → ∞. Поскольку вдоль этих подпоследова-

тельностей также должно иметь место равновесие по Нэшу, из (5.4a)

получаем

ψ0
i (T ) = (−1)i(Ii(ςi)− Ii(T ))A−1(T ) = (cos(ςi − T )− 1, sin(ςi − T ));

теперь из условия (3.1c) максимума гамильтониана имеем

u0
i (T )=arg min

u∈[−1,1]
(cos(ςi−T )−1, sin(ςi−T ))

(
0

u

)
=arg min

u∈[−1,1]
sin(ςi−T )u,

таким образом вдоль (τ ′1, τ
′
2) равновесие по Нэшу может реализовать

лишь управление

u0
i (T ) = sign sin(T − ςi) ∀T ∈ T. (6.1a)

Поскольку эта пара управлений, по условию, реализует равновесие
вдоль пары последовательностей τi, а не только вдоль их подпоследо-
вательностей τ ′i , то и управление не должно меняться от выбора этих
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подпоследовательностей. Следовательно Ii(τ
n
i ) → Ii(ςi) при n → ∞.

Таким образом, τi и ςi должны быть связаны соотношением:

ςi
2π

= lim
n→∞

{
τn
i

2π

}
, (6.1b)

где через {·} обозначена дробная часть числа. Итак, для того, чтобы
пара управлений (u0

1, u
0
2) реализовала τ -равновесие по Нэшу, необхо-

димо, чтобы пределы в (6.1b) существовали, а управления игроков u0
i

были заданы правилом (6.1a).
Можно показать, что правил (6.1a),(6.1b) достаточно. Действи-

тельно, рассмотрим две идентичные задачи управления:

żi = wi, ẇi = −zi + ui, zi(0) = wi(0) = 0, ui ∈ [−1, 1],

J ′i(T ) = −
∫ T

0

widt → max .

Легко видеть, что тогда x = z1−z2; w = y1−y2, J1(T ) = J ′1(T )−J ′2(T ),
J2(T ) = J ′2(T ) − J ′1(T ). Поскольку значение J ′i(T ) зависит лишь от
действий i-го игрока, то оптимизация Ji сводится к оптимизации J ′i ,
в частности наилучший ответ каждого игрока не зависит от выбора
управления другим игроком. То, что этот ответ равномерно слабо-
обгоняющий (а на самом деле и сильно оптимальный) легко проверя-
ется непосредственно, в частности в [42] проверено для ς = 0. Следо-
вательно эти ответы образуют равновесие по Нэшу. Итак, для того,
чтобы пара управлений (u0

1, u
0
2) реализовала τ -равновесие по Нэшу,

необходимо и достаточно, чтобы для τi пределы в (6.1b) существова-
ли, а управления игроков u0

i задавались правилом (6.1a).

Отметим, что равновесия (у каждой пары (ς1, ς2) из [0, 2π)2 – свое)
существенно различны по доставляемому игрокам результату. На-
пример в случае, если ς1 = ς2, то оптимальные значения Ji(τ

n
i ) тож-

дественно равны 0; если же |ς1 − ς2| = π, то оптимальные значения
Ji(τ

n
i ) в асимптотике ведут себя как ∼ 8

π
τn
i , то есть как линейно зави-

сящая от момента τn
i возрастающая функция. Естественно, последнее

равновесие существенно лучше с точки зрения каждого игрока.
Это, в свою очередь, видимо означает, что при формализации иг-

ры на бесконечном промежутке, последовательность τi, вдоль кото-
рой оптимизирует игрок i свой функционал, является фактически
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неотъемлемой частью этого целевого функционала. В частности, для
того чтобы игра, рассмотренная в данном примере, могла называть-
ся антагонистической, необходимо обеспечить условие ς1 = ς2, то есть
игроки обязаны оптимизировать свои функционалы вдоль близких (в
пределе) последовательностей.

Конечно, можно было бы считать последовательность τi аналогом
момента выхода i-го игрока из игры, пусть и в бесконечности, и пре-
вратить его в еще один ресурс для максимизации целевого функцио-
нала. В подобной постановке, в задаче для простейшего интегрально-
го показателя на потенциально бесконечном промежутке времени, но
с конечными моментами выхода из игры, в [3] построены необходи-
мые условия для оптимальности набора пар (ui, τi). Однако в случае,
когда момент выхода фактически неограниченно откладывается, по-
добная постановка требует тщательной формализации.

Приведем пример игры, в которой для поиска исчезающего реше-
ния формулы (5.3a)–(5.3b) напрямую применять неудобно.

Пример 6.2. Рассмотрим предложенную в [41] нелинейную моди-
фикацию модели Ланчестера взаимодействия двух конкурирующих
фирм. Для некоторых r1, r2, q1, q2, x∗1, x∗2 > 0 со свойством x∗1+x∗2 =

= 1 рассмотрим игру:

ẋi = ui

√
1− xi − uj

√
xi, xi(0) = x∗i, ui, uj ∈ [−1, 1], (6.2a)

Ji(T ) =

∫ T

0

e−rit
[
qixi − 1

4
u2

i

]
dt → max {i, j} = {1, 2}.

Найдем для r1, r2 > 0 всевозможные пары (u0
1, u

0
2), доставляю-

щие равновесие по Нэшу вдоль пары каких-либо последовательно-
стей τ1, τ2. Простые соображения оптимальности показывают, что
равновесные траектории отделены от линий xi = 1, xi = 0, а в си-
лу стационарной динамики, отделены равномерно на все T. Следо-
вательно можно считать, что условия (fg), (u) выполнены. Теперь
по теореме 4.1 у всякого игрока i найдется τi-исчезающее решение
(x0

i , λ
0
i , ψ

0
i ). Для последнего, в свою очередь, найдутся, сходящиеся к

нему, решения (xn
i , λn

i , ψ
n
i ) системы (3.2a)–(3.2c) с краевым условием

(3.2d).
Теперь Hi = ψi

[
ui

√
1− xi − uj

√
xi

]
+ λie

−rt
[
qixi − u2

i

4

]
. Из (3.2c)
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имеем

ψ̇i =
ψiu

0
i

2
√

1− x0
i

− ψiu
0
j

2
√

x0
i

− λie
−ritqi. (6.2b)

Отсюда при ψn
i (T ) = 0 получаем ψ̇n

i (T ) = −λn
i e
−riT qi что, в силу

(3.1d) и λn
i > 0, обеспечит ψ̇n

i (t) < 0 в некоторой окрестности точки
T , в частности множество позиций {ψi |ψi < 0} не выпускает, захва-
тывает решения (6.2b) при λ > 0. Поскольку выполнено (3.2d), то
траектория ψn

i в момент τ ′n еще не захвачена, отсюда ψn
i (t) > 0 при

t < τn. Теперь, переходя к пределу, ψ0
i ≥ 0. Покажем, что

(ψ0
i = sup

n
ψn

i > 0 и λ0
i > 0) или (λ0

i = 0 и u0
i ≡ 1). (6.2c)

Прореживая последовательность τn можно было всегда считать, что
последовательность из чисел ψn

i (0) монотонна. Тогда и последова-
тельность решений ψn

i скалярной системы тоже монотонна. Если она
была бы убывающей, то ψ0

i ≡ 0, что является решением (6.2b) лишь
при λ0

i = 0, отсюда u0
i ≡ 1. Если же она возрастает, то для каждого t

при некотором n ψ0
i (t) > ψn

i (t) > ψn
i (τ ′n), из (6.2b) и λ0

i > 0.
В случае λ0 = 0 легко проверить, что управление u0

i ≡ 1 при ri > 0

не может быть оптимальным при любом uj.
Теперь можно считать, что λn

i ≡ 1 Введем φ0
i , φ

n
i правилами

φ0
i (t)

4
= ψ0

i (t)e
rit, φn

i (t)
4
= ψn

i (t)erit. Теперь из (3.1c) получаем u0
i (t) =

= 2ψ0
i e

rit
√

1− x0
i = 2φ0

i

√
1− x0

i , тогда (6.2b) можно переписать как

φ̇i = riφi − qi + φi

[
u0

i

2
√

1− x0
i

− u0
j

2
√

x0
i

]
= riφi − qi + φi(φ

0
i + φ0

j),

в частности пара (φ0
1, φ

0
2) – решение системы

ẏi = riyi − qi + yi(yi + yj) {i, j} = {1, 2}. (6.2d)

Заметим, что решения (yn
1 , yn

2 ) этой же системы с начальными усло-
виями (φn

1 , φ
n
2 )(0) равномерно на каждом отрезке сходится к (φ0

1, φ
0
2);

поскольку в силу (6.2c) из теорем сравнения для yn
i , φ0

i выполнено
yn

i ≤ φn
i , то каждое yn

i (t) отрицательно при достаточно больших t.
Таким образом, у автономной системы (6.2d) к решению (φ0

1, φ
0
2) с

положительными компонентами сходятся решения с отрицательны-
ми компонентами при больших временах. Тогда (φ0

1, φ
0
2) – это неустой-

чивая особая точка этой системы, а именно, положительное решение
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системы алгебраических уравнений rizi− qi + zi(zi + zj) = 0. Сделан-
ных предположений на коэффициенты достаточно для существова-
ния таких корней.

Зная корни φ0
i , а значит и управление u0

i = 2φ0
i

√
1− x0

i , траекто-
рии x0

1, x
0
2 найдем, решая линейное уравнение ẋi = 2φ0

i (1−xi)−2φ0
jxi.

Для ri > 0 эти управления порождают общее для всех τ равно-
весие. Действительно, поскольку x, u ограничены, множитель e−rit

гарантирует выполнение условий предложения 7.2. Замечания 7.1,
7.2 также выполнены, поэтому у τ есть общее τ -равновесие, тогда
это найденные выше u0

i (t) = 2φ0
i

√
1− x0

i .
В случае, когда хотя бы один из ri равен нулю, повторяя все те

же выкладки, замечаем, что или ri = 0, λ0
i = 0, u0

i ≡ 1, или же
λ0

i = 1, u0
i (t) = 2φ0

i

√
1− x0

i для φ0
i

4
= qi/

√
q1 + q2. Второе решение,

по-видимому, как предел регулярных решений при ri > 0, является
нэшевским равновесием в силу равномерной тауберовой теоремы из
[37]. Случай же, когда хотя бы для одного из игроков имеет место
ri = 0, λ0

i = 0, u0
i ≡ 1 требует отдельного исследования.

Отметим, что в [41] рассматривались положительные ri, суще-
ствование равновесия по Нэшу считалось очевидным, а его поиск
сводился к проверке на оптимальность в каждом из случаев ψ →
→∞, ψ < 0, ψ = const; случай λ = 0 там не рассматривался.

В данном примере можно было воспользоваться монотонностью,
например [2, Теорема 5] (для ri > 0) или [35, Corollary 7] (∀ri) сра-
зу гарантирует (6.2c). В силу [2, Теорема 5] из автономности систе-
мы при ri > 0 следует также λ0 > 0. Воспользовавшись непрерыв-
ностью управления u0 от позиции, можно свести задачу к случаю
Ii(ξ; ·) ≡ Ii(x∗; ·), что даст результат замечания 5.1. Теперь из по-
ложительности qi при ri > 0 для сопряженной переменной верна
формула (5.4b). Это означает, что все ψn

i также являются решения-
ми (6.2d), то сводит поиск τ -исчезающего решения к исследованию
фазового портрета (6.2d). Но выше так и сделано, только пришлось
начинать с портрета более сложной системы (6.2a)–(6.2b).

7. Обобщенная задача

С этого раздела начинается доказательство основного результата
– теоремы 4.1. В данном разделе строятся основные используемые в
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этом доказательстве топологические пространства, а в конце обсуж-
дается существование τ -равновесия в обобщенной задаче.

Пусть задано некоторое евклидовое пространство V и компакто-
значное отображение V : T Ã V. Пусть выполнено

Условие (v) : компактозначное отображение V : T Ã V инте-
грально ограничено и имеет измеримый по Борелю график.

Обозначим для всех u ∈ V через δ̃(u) вероятностную меру, со-
средоточенную в точке u. Введем V – множество всех измеримых
по Борелю ограниченных селекторов многозначного отображения
V ; топологию на V зададим вложением V ⊂ L1

loc(T,V). (Напри-
мер в качестве тройки (V, V, V) годятся (Ui, Ui,Ui), (Uall, Uall,Uall),
(Uall, u

0|Ui, u
0|Ui).)

Определим Ṽn как семейство всех слабо измеримых отображений
µ из [0, n] в множество вероятностных мер Радона над V таких, что∫

V (t)

dη(t) = 1 для почти всех t ∈ [0, n]. Оснастим это множество то-

пологией *-слабой сходимости, полученное топологическое простран-
ство – компакт [4,IV.3.11], а множество Vn

4
= {v|[0,n] | v ∈ V} всюду

плотно вкладывается в Ṽn [4, IV.3.10] отображением u 7→ δ̃ ◦ u.
Введем теперь Ṽ – семейство таких отображений η из T в мно-

жество вероятностных мер Радона над V, что η|[0,n] ∈ Ṽn для вся-
кого n ∈ N. Определим сквозные проекции π̃n : Ṽ → Ṽn правилом
π̃n(η)

4
= η|[0,n] для всех η ∈ Ṽ, n ∈ N. Топологию на Ṽ определим

как слабейшую топологию, в которой все эти проекции непрерывны.
Элементы из Ṽ будем далее называть обобщенными управлениями.

Пусть для отображения a : T× E × V 7→ E выполнено:
Условие (a) : динамика a : T × E × V 7→ E – локально лип-

шицевое интегрально ограниченное на отрезках отображение Кара-
теодори, удовлетворяющее условию продолжимости всех локальных
решений на все T, например удовлетворяет условию подлинейного
роста по фазовой переменной.

Зафиксируем множество начальных позиций Ξ ⊂ E, а с ним и для
каждого обычного управления u ∈ V дифференциальное уравнение

ẏ = a(t, y(t), u(t)), y(0) = ξ ∈ Ξ, t ∈ T, u ∈ V. (7.1)

Тогда каждому обобщенному управлению η ∈ Ṽ можно сопоставить
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уравнение

ẏ =

∫

V (t)

a(t, y(t), u) dη(t), y(0) ∈ Ξ, t ∈ T, η ∈ Ṽ. (7.2)

Его локальные решения продолжимы на все T; семейство всех таких
решений y ∈ Cloc(T, E) системы (7.2) обозначим через Ã[η].

Предложение 7.1. Пусть выполнено (a), (v), тогда
1) пространство Ṽ – метрический компакт, а δ̃(V) всюду плот-

но в нем;
2) для всякого компакта Ξ ∈ (comp)(E) отображение Ã : Ṽ →

→ Cloc(T, E) непрерывно, при этом образ множества δ̃◦V (допусти-
мые траектории) всюду плотен в компактном образе множества Ũ

(обобщенные траектории).

Приведем для полноты изложения его доказательство (см. [35]).

Доказательство. Введем для краткости Π̃
4
=

∏
n∈N Ṽn, снабдим про-

изведение тихоновской топологией. Определим отображение ∆̃ : Ṽ →
→ Π̃ правилом: ∆̃(η)

4
=

(
π̃n(η)

)
n∈N для всех η ∈ Ũ. Оно непрерывно

в силу непрерывности π̃n; оно имеет обратное, непрерывное в силу
непрерывности отображений π̃n ◦ ∆̃−1. Следовательно ∆̃ – гомеомор-
физм.

Пусть n, k ∈ N, (n > k). Тогда пространство Ṽn вкладывается в
Ṽk отображением π̃n

k (η)
4
= η|[0,k] для всех η ∈ Ṽn. Поскольку при

этом π̃n
k ◦ π̃k

i = π̃n
i , n, k, i ∈ N, (n > k > i), то мы имеем проективную

последовательность топологических пространств {Ũn, π̃
n
k}, и можно

определить обратный предел [7, III.1.5],[12, 2.5.1],в наших обозначе-
ниях его можно записать lim

←
{Ṽn, π̃

n
k} 4

= ∆̃(Ṽ) ⊂ Π̃. Как показано вы-

ше, ∆̃ – гомеоморфизм, поэтому Ṽ гомеоморфно ∆̃(Ṽ). Теперь в силу
теоремы Куроша [7,III.1.13] обратный предел ∆̃(Ṽ) компактов Ṽn –
компакт, но тогда и само Ṽ также компакт. Аналогично, из [7, 4.2.5],
оно также и метризуемо.

Сославшись на [12, 3.4.11] и [12, 2.5.6], (или повторив предыдущие
рассуждения без знака "̃ ") получим V ∼= lim

←
{Vn, π

n
k} 4

= ∆(V) ⊂ Π.

Введем отображение en : Vn → Ṽn правилом en(u)(t)
4
= (δ̃◦u)(t) =

= δ̃u(t) для всех n ∈ N, t ∈ [0, n], u ∈ Vn. Поскольку для всех n, k ∈
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∈ N, n > k выполнено en ◦ πn
k = ek, то имеем проективную систему

{en, π
n
k}; переходя к обратному пределу, получаем непрерывное отоб-

ражение e∆ : ∆(V) → ∆̃(Ṽ); при этом из en ◦ πn = π̃n ◦ δ̃ получаем
e∆ ◦∆ = ∆̃ ◦ δ̃, а из показанного в [4] свойства Ṽn = cl en(Vn) имеем
∆̃(Ṽ) = cl e∆

(
∆(V)

)
= cl (∆̃ ◦ δ̃)(V); теперь, в силу непрерывности

∆̃−1, получаем Ṽ = cl δ̃(V).

Отображение Ã[η] непрерывно, например, в силу [43, 3.5.6] (доста-
точно проверить липшицевость правой части), множество Ã[Ṽ] ком-
пактно как непрерывный образ компакта, для доказательства всюду
плотного вложения образов достаточно воспользоваться непрерыв-
ностью и уже показанным Ṽ = cl δ̃(V).

Отметим, что погружение исходного пространства в простран-
ство, оснащенное более удобной топологией, – достаточно известный,
восходящий еще к Гильберту, прием; для задач управления, напри-
мер, [4,5,13], для задач на бесконечном промежутке [1,Sect. 8],[22,31].
В дифференциальных играх переход к обобщенным управлениям не
менее эффективен, см. подробнее [11,28]. Для игр на бесконечном
промежутке еще более общая, чем рассмотренная здесь, конструк-
ция для обобщенных программ рассмотрена автором в [8].

Построенную выше конструкцию можно применить как к допу-
стимым управлениям каждого из игроков (при V = Ui), так и к мно-
жеству их совместных управлений Uall. Вследствие этого можно счи-
тать построенными множества Ũi, Ũall, а также функции-вложения
δ̃i : Ui → Ũi, δ̃all : Uall → Ũall. В частности, поскольку в категории
топологических пространств обратный предел и произведение пере-
становочны, то Ũall = Ũ1 × Ũi × · · · × Ũm и δ̃all = (δ̃1, δ̃2, . . . , δ̃m).

Вследствие этого мы будем работать с допустимым управлением,
как с обобщенным, допуская записи Ui ⊂ Ũi, Uall ⊂ Ũall; будем также
распостранять по непрерывности операции с допустимых на обоб-
щенные, например писать u0|ηi при подмене в u0 его i-той компонен-
ты на обобщенное управление, или даже сразу u0|Ũi. Мы также будем
считать заданными пучки траекторий Ã[η], если уже ранее введены
пучки допустимых траекторий. Например, подставим в предложе-
ние 7.1 в качестве a, V , Ξ соответственно {(f, g)}, Uall, {x∗}, получим
непрерывные по η отображения x(x∗, η; ·), J(η; ·) и всюду плотные (в
компактно-открытой топологии) вложения допустимых траекторий
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системы (2.1a) в пучок, порожденный обобщенными траекториями.
В частности это означает, что если u0 реализует τ -равновесие по Нэ-
шу в классе допустимых управлений, то оно реализует его и в классе
обобщенных, то есть (2.2) выполнено и для всех η̄i ∈ Ũi.

Введем Ỹi, Z̃i как замыкания Yi,Zi в Cloc(T,X) × Ũ × [0, 1] ×
Cloc(T,X). Тогда по показанному выше Ỹi – компакт, а каждый
его элемент является решением системы (3.1a)-(3.1b) при некотором
u0|ηi ∈ Uall|Ũi. Но тогда и (x, u0|ηi, λi, ψi) ∈ Z̃i выполнено

sup
pi∈Ui(t)

Hi

(
x(t), t, u0|pi, λi, ψi(t)

)
= Hi

(
x(t), t, u0|ηi(t), λi, ψi(t)

)
(7.3)

почти всюду на T. Таким образом Z̃i – это решения системы принципа
максимума, порожденные уже обобщенными элементами из u0|Ũi.

Применим предложение 7.1 для получения условий существова-
ния τ -равновесия:

Предложение 7.2. Пусть у каждого i функции Ji(·, τn
i ) равномерно

на Uall сходятся к некоторой ограниченной функции J∞i ∈ C(Uall,R).
Тогда существует обобщенное управление η0 = (η0

1, η
0
2, . . . , η

0
m) ∈

∈ Ũall, являющееся τ -равновесием по Нэшу в обобщенной задаче, то
есть lim

n→∞
[
J̃i(η

0, τn
i )−max

ηi∈Ũi

J̃i(η
0|ηi, τ

n
i )] = 0.

Доказательство. Поскольку отображения Ji(·, τn
i ) равномерно схо-

дятся к J∞i (·), то, как непрерывные продолжения на компактной об-
ласти, J̃i(·, τn

i ) также равномерно сходится к некоторой J̃∞i (·).
Поскольку множества Ũall|ηi выпуклы и компактны в метриче-

ском компакте Ũall, а функции J̃∞i (ηi, τ
n
i ) непрерывны, то для задачи

максимизации каждым игроком J̃∞i (ηi, τ
n
i ) в силу [32] найдется рав-

новесие по Нэшу η0 = (η0
1, η

0
2, . . . , η

0
m) ∈ Ũall. Отсюда

lim
n→∞

J̃i(η
0, τn

i ) = max
ηi∈Ũi

lim
n→∞

J̃i(η
0|ηi, τ

n
i ) = lim

n→∞
max
ηi∈Ũi

J̃i(η
0|ηi, τ

n
i )

что и требовалось.

Замечание 7.1. Условия предложения выполнены для всех τ , если∣∣Ji(ui, T1) − Ji(ui, T2)
∣∣ → 0 (равномерно по ui ∈ Ui) при T1, T2 →

→∞ (см., например, [2,(A3)]). Более того, построенное в предложе-
нии равновесие общее для всех τ.
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Есть достаточно много условий, при которых обобщенные управ-
ления дают тот же пучок, что и обычные; см., например, [4,5].

Замечание 7.2. Если множества
{(

f(t, x0(t), u), z
) ∣∣ z ≤ gi(t, x

0(t), u)
}

для всех (t, x, u) ∈ T×X×Uall выпуклы, то всякое равновесие в обоб-
щенной задаче может быть порождено и обычными управлениями.

Наложенные в предложении и замечаниях условия – очень силь-
ные. Во-первых фактически требуется ограниченность функционала,
во-вторых – малость его вариации на больших временах. Впрочем
легко привести примеры, показывающие их существенность уже в за-
дачах управления, см. например [33]. Кроме того, аналогичные усло-
вия накладываются достаточно часто; см., например [2, (A2),(A3)].

Существование равновесия, близкого к рассматриваемому (кри-
терий "overtaking optimal"), в игре двух лиц исследовалось в рабо-
тах [23-25]. При этом [23, Theorem 3.1], [25, Theorem 6] во-первых
предполагалось наличие аттрактора для траекторий, совместимых
с условиями принципа максимума ("good programms"), более того,
рассматривался лишь автономный случай, а у (3.1a)–(3.1c) предпо-
лагалась стационарная точка. Во-вторых, существенно более строгие
чем в замечании 7.1 условия обеспечивали решениям принципа мак-
симума оптимальность во вспомогательных линейных задачах.

С другой стороны, хотя в общих постановках равновесие по Нэ-
шу существует даже в разрывных играх, для случая неограниченной
цены вопрос существования даже не рассматривается, см. например,
[18]. Возможно, какие-либо не зависящие от асимптотик результаты
можно получить для класса с монотонными целевыми функционала-
ми на основе теоремы Тарского; см., в этой связи, [44].

8. Вспомогательная лемма

Пусть в V задано некоторое выделенное допустимое управле-
ние v0. Для всякой позиции (τ ∗, y∗) ∈ T×E существует единственное
продолжимое на все T решение z уравнения

ż = a(t, z(t), v0(t)), y(τ ∗) = y∗, τ ∗ ∈ T; (8.1)

оно (как элемент Cloc(T, E)) непрерывно зависит от (τ ∗, y∗) ∈ T× E.

Обозначим его позицию z(0) через κ(τ ∗, y∗).
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Пусть дано интегрально ограниченное на отрезках отображение
Каратеодори w : T× V→ T. Для любых τ ∈ T, η ∈ Ũ введем

Lw[η](τ)
4
=

∫

[0,τ ]

∫

V (t)

w(t, u)dη(t)dt ∈ T ∪ {∞}.

Пусть вес w таков, что Lw[ṽ0] ≡ 0, и если для каких-то η ∈ Ṽ, T ∈
∈ T имеет место Lw[η](T ) = 0, то η почти всюду на [0, T ] равна ṽ0.
Множество таких w обозначим через (Null)(v0,V).

Для системы (8.1) можно найти вес, позволяющий оценивать рас-
хождение ее траекторий. Соответствующую лемму, для полноты из-
ложения, приведем вместе с доказательством (см. [35]).

Лемма 8.1. Пусть выполнены условия (v), (a). Тогда найдется та-
кой вес w0 ∈ (Null)(v0, V), что для произвольных η ∈ Ṽ, T ∈ T для
каждого решения y ∈ A[η] уравнения (7.1) выполнено

||κ(T, y(T ))− y(0)||E ≤ Lw0 [η](T ).

Доказательство. Напомним, что A[η] – пучок решений (7.1) при
управлении η с началом из Ξ. Для всякой функции y через Gr y будем
обозначать ее график.

Зафиксируем n ∈ N. В силу (a) всякому (t∗, y∗) ∈ [0, n]×E найдет-
ся позиция κ(t∗, y∗), из теоремы о непрерывной зависимости от на-
чальных данных это отображение непрерывно, в частности, для каж-
дого n ∈ N компактно Gn

4
=

{
y(t)

∣∣∀y ∈ Ã[η], η ∈ V, t ∈ [0, n]
}
. Теперь

компактно и множество κ([0, n]×Gn) всех начальных позиций траек-
торий системы (7.1), порожденных управлением v0 на отрезке [0, n],
графики которых имеют общую точку с [0, n] × Gn. Следовательно
компактным будет и множество всех позиций y(t) ∈ E, заметаемых
этими траекториями вплоть до момента n. Обозначим последнее мно-
жество через Ḡn. На множестве [0, t]× Ḡn функция a(t, y, v0(t)) лип-
шицева по y для некоторой измеримой функции Ln ∈ L1([0, n],T).

Примем для всех T ∈ [0, n] Mn(T ) =

∫

[0,T ]

Ln(t)dt. Отметим, что эта

функция – абсолютно непрерывная и монотонно неубывающая.
Перейдем к построению искомого веса. Рассмотрим для всех n ∈

∈ N, t ∈ [n− 1, n), u ∈ V число

R(t, u)
4
= sup

y∈Ḡn

∣∣∣∣a(t, y, u)− a(t, y, v0(t)
)∣∣∣∣

E
.
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Заметим, что норма внутри – непрерывное по y и u отображение, y

пробегает компактное множество, теперь для всякого u ∈ V супремум
достигает максимума при подстановке некоторой функции ymax[u], в
силу [30, Theorem 3.7] ymax[u] ∈ L1([n, n − 1), Ḡn), тогда и R(t, u)

измерима по t при всяком u ∈ V. Зафиксируем t ∈ [n − 1, n), из
непрерывности a(t, ·, ·) на компакте Ḡn × V (t) следует, что найдется
непрерывная функция ωt ∈ C(T,T) для которой ω(0) = 0 и
∣∣∣
∣∣∣∣a(t, y, u′′)−a(t, y, u0(t)

)∣∣∣∣−∣∣∣∣a(t, y, u′)−a
(
t, y, u0(t)

)∣∣∣∣
∣∣∣ < ωt

(||u′−u′′||)

(8.2)
выполнено при любых y ∈ Ḡn, u′, u′′ ∈ V (t) (u′ 6= u′′). Рассмот-
рим произвольные различные u′, u′′ ∈ V (t), без ограничения общ-
ности считаем R(t, u′) < R(t, u′′). Теперь по определению R(t, u′) ≥
≥

∣∣∣∣a(t, y, u′)− a(t, y, u0(t))
∣∣∣∣ и подставляя y

4
= ymax(u

′′)(t) в (8.2) име-
ем 0 < R(t, u′′) − R(t, u′) ≤ ωt(||u′ − u′′||), то есть R непрерывна на
GrV |[n−1,n) по переменной u.

Таким образом функция R : GrV |[n−1,n) → T является функцией
Каратеодори. Заметим, что, пробегая n ∈ N, мы определим функцию
Каратеодори R на всем GrV . Более того, R(t, v0(t)) ≡ 0 по построе-
нию. Тогда корректно построить вес w0 ∈ (Null)(v0, Ṽ) правилом:

w0(t, u)
4
= ||u− v0(t)||+ eMn(t)R(t, u) ∀n ∈ N, t ∈ [n− 1, n), u ∈ V,

Оценим расхождение между траекториями, порожденными v0.

Рассмотрим произвольные n ∈ N, T ∗ ∈ [0, n], (T ∗, y∗1), (T
∗, y∗2) ∈

∈ Gn. Найдутся порожденые v0 решения y1, y2 уравнения (8.1) с усло-
виями yi(T

∗) = y∗i , при этом автоматически yi(t) ∈ Ḡn при t ∈ [0, n].
Введем на [0, n] функции

r(t)
4
= y1(t)− y2(t), W+(t)

4
= eMn(t)||r(t)||E ∀t ∈ [0, n].

Липшицевость правой части (8.1) на Ḡn эквивалентна условию
||ṙ(t)||E ≤ Ln(t)||r(t)||E, откуда |r(t)ṙ(t)| ≤ Ln(t)||r(t)||2E, теперь

dW 2
+(t)

dt
=2Ln(t)W 2

+(t)+2e2Mn(t)r(t)ṙ(t)≥2Ln(t)W 2
+(t)−2Ln(t)W 2

+(t)=0.

Тогда W+ не убывает, и для всех (T ∗, y∗1), (T
∗, y∗2) ∈ Gn выполнено

||κ(T ∗, y∗1)− κ(T ∗, y∗2)||E = W+(0) ≤ W+(T ∗) = eMn(T ∗)||y∗1 − y∗2||E.

(8.3)
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Оценим изменение κ вдоль произвольной траектории.
Возьмем произвольные η ∈ Ṽ, y ∈ A[η]. Для всякого T0 ∈ T

найдется n ∈ N со свойством T0 ∈ [n − 1, n). По построению имеем
Gr y|[0,T0] ⊂ [0, n]×Gn. Зафиксируем произвольные точки T1, T2 (T1 <

T2) на полуинтервале [0, T0). Существует порожденное v0 решение y0,

удовлетворяющее условию y0(T1) = y(T1). Введем для него функции
r,W− правилами

r(t)
4
= y0(t)− y(t), W−(t)

4
= e−Mn(t)||r(t)||E ∀t ∈ [T1, T2].

По построению Ḡn выполнено y(t), y0(t) ∈ Ḡn при t ∈ [0, n]. Теперь

dW 2
−(t)

dt
= −2Ln(t)W 2

−(t) + 2e−2Mn(t)r(t)ṙ(t) = −2Ln(t)W 2
−(t) +

2e−2Mn(t)r(t)
(
ẏ0(t)− a(t, y(t), u0(t)) + a(t, y(t), u0(t))− ẏ(t)

) ≤
−2Ln(t)W 2

−(t) + 2Ln(t)W 2
−(t) + 2e−2Mn(t)||r(t)||E

∫

V (t)

R(t, u)dη(t) ≤

2e−Mn(t)W−(t)

∫

V (t)

R(t, u)dη(t) ≤ 2e−2Mn(t)W−(t)
dLw0 [η](t)

dt
.

Функция W− неотрицательна, тогда при W−(t) 6= 0 имеем

dW−(t)

dt
≤ e−2Mn(t)dLw0 [η](t)

dt
≤ e−2Mn(T1)dLw0 [η](t)

dt
.

Более того, теперь из W−(T1) = 0 следует

W−(T2) = W−(T2)−W−(T1) ≤ e−2Mn(T1)
(
Lw0 [η](T2)−Lw0 [η](T1)

)
(8.4)

Тогда

||κ(T2, y
0(T2))− κ(T2, y(T2))||E

(8.3)

≤ eMn(T2)||y0(T2)− y(T2)||E =

e2Mn(T2)W−(T2)
(8.4)

≤ e2Mn(T2)−2Mn(T1)
(
Lw0 [η](T2)− Lw0 [η](T1)

)
.

Но y0(0) = κ(T2, y
0(T2)) = κ(T1, y

0(T1)) = κ(T1, y(T1)), отсюда

||κ(T2, y(T2))−κ(T1, y(T1))||E≤e2Mn(T2)−2Mn(T1)
(
Lw0 [η](T2)−Lw0 [η](T1)

)
.

(8.5)
Зафиксируем произвольное t ∈ [0, T0]. Для всякого ε > 0 проме-

жуток [0, t) можно разбить на интервалы вида [T ′, T ′′), так чтобы
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Mn(T ′′) − Mn(T ′) =

∫

[T ′,T ′′)
Ln(t)dt < ε. Тогда для каждого полуин-

тервала выполнено (8.5), то есть

||κ(T ′′, y(T ′′))− κ(T ′, y(T ′))||E ≤ e2ε
(
Lw0 [η](T ′′)− Lw0 [η](T ′)

)
.

Складывая по всем полуинтервалам, в силу κ(0, y(0)) = y(0) и нера-
венства треугольника, имеем ||κ(t, y(t)) − y(0)||E ≤ e2εLw0 [η](t) для
всякого t ∈ [0, T0]. В силу произвольности ε > 0 лемма показана.

9. Собственно доказательство теоремы 4.1

Доказательство. Зафиксируем некоторого игрока i. Примем V =

= u0|Ui; установим E = X × R × X, v0 = u0. Возьмем в качестве Ξ

шар в E вокруг (x∗, 0, 0) радиуса 2. Возьмем в качестве отображения
a : T× E × Ui правую часть системы

ẋ(t) = f
(
t, x(t), u0(t)|ui

)
; (9.1a)

λ̇(t) = 0; (9.1b)

ψ̇(t) = −∂Hi

∂x

(
x(t), t, u0(t)|ui, λ, ψ(t)

)
. (9.1c)

Заметим, что всякое решение этой системы, удовлетворяющее (3.1d),
автоматически имеет начальные условия из Ξ.

Из определения равновесия по Нэшу для игрока i найдется такая
сходящаяся к нулю последовательность из чисел γn ≥ 0, что для
всех ui ∈ Ui, а в силу пункта 2) предложения 7.1 и для всех η ∈ Ũi,
выполнено

Ji(u
0|η; τn

i ) ≤ Ji(u
0; τn

i ) + γ2
n. (9.2)

Для каждого n ∈ N максимизируем по всем η ∈ Ũi функционал

Jn[η]
4
=

∫

[0,τn
i )

gi(t, x(x∗, ũ0|η; t), ũ0|η) dt− γnLw[η](τn
i ).

Функционал здесь ограничен сверху в силу (9.2), каждое слагаемое
непрерывно зависит от η, пробегающего компакт Ũi, следовательно
эта задача имеет в Ũi оптимальное решение; какое-нибудь из них
обозначим через ηn, а соответствующую ему траекторию через x̃n.
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Введем отображение H̃n : X× T× Ui × T× X 7→ R правилом

H̃n(x, t, ui, λ, ψ)
4
= ψf(t, x, u0(t)|ui)+λg(t, x, u0(t)|ui)−γnw(t, u0(t)|ui).

Теперь из принципа максимума [29] при каких-то (λ̃n, ψ̃n) ∈ T ×
C([0, n],X) выполнены (3.1d), условие трансверсальности на свобод-
ном конце: ψn(τn) = 0, и для почти всех t ∈ [0, τn

i ] соотношения
(9.1a)–(9.1c), а также

sup
p∈Ui(t)

H̃n
(
x̃n(t), t, u0|p, λ̃n, ψ̃n(t)

)
=H̃n

(
x̃n(t), t, u0|ηn(t), λ̃n, ψ̃n(t)

)
,(9.3)

−ψ̇n(t)=
∂H̃n

∂x

(
x̃n(t), t, u0|ηn(t), λ̃n, ψ̃n(t)

)
.

Отметим, что последнее уравнение эквивалентно (9.1c), поскольку
Hn и Hi отличаются на не зависящее от фазовой переменной сла-
гаемое. Доопределим мерозначное управление ηn после момента τn

i

правилом ηn(t) = ũ0
i (t) для всех t > τn

i ; что продолжит и траектории
x̃n, ψ̃n как решения (9.1a),(9.1c). Введем также ỹn ≡ (x̃n, λ̃n, ψ̃n).

Все (x̃n, ηn, λ̃n, ψ̃n) удовлетворяют (9.1a),(3.1d),(9.1c) на всем t ∈
T, то есть лежат в метрическом компакте Ỹi; тогда перейдя при необ-
ходимости к подпоследовательности, можно считать, что они сходят-
ся к некоторой точке (x∞, η∞, λ∞, ψ∞) ∈ Ỹi (фактически только здесь
может произойти переход от τi к ее подпоследовательности τ ′i).

Далее, из оптимальности ηn и u0 в своих задачах, имеем

Ji(u
0|ηn; τn

i )− γnLw[ηn](τn
i ) ≥ Ji(u

0; τn
i )

(9.2)

≥ Ji(u
0|ηn; τn

i )− γ2
n, (9.4)

тогда
Lw[ηn](t) ≤ γn ∀n ∈ N (9.5)

показано для всех t ∈ [0, τn
i ], а в силу ηn|τn

i
≡ ũ0

i |τn
i

и определе-
ния веса w, это выполнено и для всех t ∈ T; итак, Lw[ηn] → 0

равномерно на всем T. Переходя для каждого t ∈ T к пределу
при n → ∞ имеем Lw[η∞](t) ≤ 0, то есть Lw[η∞] ≡ 0. Теперь
в силу определения веса w выполнено η∞ = ũ0 почти всюду на
T, отсюда x∞ = x0 и (x0, u0, λ∞, ψ∞) ∈ Yi. Отметим также, что
Ji(u

0|ηn; τn
i ) − Ji(u

0; τn
i ) → +0 при n → ∞, а позиция xn(τ ′ni ) ле-

жит в замыкании области достижимости из точки x∗ в момент τ ′ni
управлениями из u0|Ui.
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Теперь из равномерной на всем T сходимости Lw[ηn] → 0 следует∫
Tw(t, u0(t)|ηn)dt → 0, откуда w(t, u0(t)|ηn) сходится к нулю почти
всюду. Переходя к пределу в (9.3) получаем, что для (x0, u0, λ∞, ψ∞)

почти всюду выполнено (3.1c), то есть оно из Zi.

Отметим также, что если равновесие для игрока i было силь-
ным, то последнее неравенство в (9.4) превращается в Ji(x∗, u0; τn

i ) =

= Ji(x∗, u0|ηn; τn
i ) для всех n ∈ N, откуда Lw[ηn](t) = 0 для всех

t ∈ T, n ∈ N. Но тогда ηn ≡ u0 xn ≡ x0, а ψn удовлетворяет вме-
сте с (9.1c),(9.3) также (3.2c),(3.1c), откуда ψ∞ такое же, и теорема
показана, а с ним и следствие 4.1.

Вернемся к общему случаю. Испустим из позиции ỹn(τn
i ) траек-

торию yn системы (8.1) в обратном времени при помощи управления
u0. Тогда yn(0) = κ(τn

i , ỹn(τn
i )). При этом yn = (xn, λn, ψn) являет-

ся решением (3.2a)–(3.2c), кроме того выполнено также ψn(τn
i ) =

= ψ̃n(τn
i ) = 0. Осталось показать, что решение (x0

i , λ
0
i , ψ

0
i ) всех со-

отношений принципа максимума является пределом (в компактно-
открытой топологии) траекторий yn = (xn, λn, ψn). Для этого в силу
теоремы о непрерывной зависимости решения дифференциального
уравнения от начальных условий нам достаточно показать, что схо-
димость имеет место для начального момента времени, то есть, что
последовательность κ(τn

i , ỹn(τn
i )) сходится к (x∗, λ0, ψ0(0)).

Поскольку в силу (3.1d) имеем ỹ(0) = (x∗, λ̃n, ψ̃n(0)) ∈ Ξ, то по
лемме 8.1 для всех n ∈ N, t ∈ T

||κ(t, ỹn(t))− (x∗, λ̃n, ψ̃n(0))||E ≤ Lw[ηn](t)
(9.5)

≤ γn.

Поскольку γn → 0 при n → ∞, то последовательности κ(τn
i , ỹn(τn

i ))

и (x∗, λn, ψn(0)) имеют один и тот же предел, то есть сходятся к
(x∗, λ0

i , ψ
0
i (0)), что и требовалось.

Замечание 9.1. Каждая позиция xn(τ ′ni ) лежит в замыкании области
достижимости из точки x∗ в момент τ ′ni управлениями из u0|Ui.

Я благодарю Ю.В. Авербуха, без которого эта статья не была
бы и начата, и анонимного рецензента, задающего очень правильные
вопросы.
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NECESSARY CONDITIONS OF OVERTAKING
EQUILIBRIUM FOR INFINITE HORIZON
DIFFERENTIAL GAMES

Dmitry V. Khlopin, Krasovskii Institute of Mathematics and
Mechanics, Ural Branch, Russian Academy of Sciences, PhD
(khlopin@imm.uran.ru).

Abstract : This paper is devoted to refining the necessary conditions of
Nash equilibrium for infinite horizon games. The right-hand endpoint of
the trajectories is free; the search for equilibrium is conducted in the class
of open-loop strategies. For adjoint variables of each player, the necessary
asymptotic condition of overtaking Nash equilibrium is obtained. For
certain cases (in particular, when the ’strictly optimal solution’ criterium
is employed), it allows to explicitly specify the expression for the adjoint
variable. S.M. Aseev, A.V. Kryazhimskii, and V.M. Veliov used such
an expression as a necessary condition of optimality for certain infinite
horizon control problems. In this paper we also specify an example of
linear game with the opposite objective functionals. In this game, there
exist multiple Nash equilibria that depend on the choice of the sequence
along which the players optimize their actions. These equilibria produce
absolutely different results. Also Sorger version of the ’Lanchester-type’
differential game is considered.

Keywords : dynamic optimization, differential games, infinite horizon
problem, transversality condition for infinity, necessary conditions of
equilibrium, overtaking equilibrium, unbounded cost.


