
Математическая Теория Игр и её Приложения, т.5, в.4, с. 33–65

УДК 519.217.8, 519.833
ББК 22.18

ИГРЫ СРЕДНЕГО ПОЛЯ,
СВЯЗАННЫЕ С ПРОЦЕССАМИ

УСТОЙЧИВОГО ТИПА

Василий Н. Колокольцов∗

Факультет Статистики
Университет Варвик

Великобритания, Ковентри, CV4 7AL, UK
e-mail: v.kolokoltsov@warwick.ac.uk

Марианна С. Троева∗∗

Северо-Восточный федеральный университет
677000, Якутск, ул. Белинского, 58

e-mail: troeva@mail.ru

Вей Янг
Факультет Математики и Статистики

Университет Стратклайд
Великобритания, Глазго, G1 1XH, UK

e-mail: w.yang@strath.ac.uk

Исследуются игры среднего поля большого числа N аген-
тов, связанные с нелинейными процессами устойчивого типа.

c©2013 В.Н. Колокольцов, М.С. Троева, В. Янг
∗ Работа выполнена при поддержке Института проблем информатики РАН,

РФФИ (проекты 11-01-12026, 12-07-00115), частично поддержана Минобрнауки
России в рамках государственного задания на выполнение НИР

∗∗ Работа частично поддержана Минобрнауки России в рамках государствен-
ного задания на выполнение НИР



34 В.Н. Колокольцов, М.С. Троева, В. Янг

Основным результатом является утверждение, что любое ре-
шение предельной системы связанных обратного и прямого
уравнений Колмогорова (т.е. основной системы уравнений иг-
ры среднего поля) порождает 1/N -Нэш равновесие для ап-
проксимирующей игры N агентов.

Ключевые слова: процессы устойчивого типа, кинетическое уравне-
ние, система прямых и обратных уравнений, динамический закон
больших чисел, скорость сходимости, меченые частицы, ε-Нэш рав-
новесие.

1. Введение

Игры среднего поля (mean field game (MFG)) впервые были вве-
дены и исследованы Ж.-М. Ласри и П.-Л. Лионсом (см. [38, 18]), М.
Хуанг, Р.П. Маламэ и П. Кейнсом (см. [19–24]) и активно развивают-
ся в работах других авторов.

В основе методологии теории игр среднего поля лежит понятие
«среднего поля», которое используется в физике элементарных ча-
стиц для описания взаимодействия между большим количеством ча-
стиц. Это взаимодействие учитывает воздействие «среднего поля»
на каждую частицу, а вклад каждой частицы считается бесконечно
малым.

В играх среднего поля исследуются управляемые процессы с боль-
шим числом N агентов посредством изучения предела при N →
→ ∞, когда вклад каждого агента становится пренебрежимо ма-
лым и их взаимодействие осуществляется через некоторые харак-
теристики среднего поля, которые могут быть выражены в терминах
эмпирических мер. Характерной особенностью MFG-анализа явля-
ется изучение связанной системы «обратного» уравнения для функ-
ций (уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана) и «прямого» уравне-
ния для вероятностных законов (уравнение Колмогорова).

В препринте [33] развита общая методология, основанная на тео-
рии полугрупп операторов в бесконечномерных функциональных про-
странствах, для анализа игр среднего поля и получения точной ско-
рости сходимости для игр с произвольными базовыми марковскими
процессами. На основе этой методологии в работе [35] исследована
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сходимость аппроксимации средним полем управляемого нелинейно-
го диффузионного процесса с большим числом игроков.

В данной работе развивается этот подход для случая нелиней-
ных процессов устойчивого типа с переменными коэффициентами.
При работе с процессами устойчивого типа применение операторных
методов, какие здесь используются, становятся еще насущнее, чем
для диффузионных процессов, где использование хорошо развитой
техники стохастических дифференциальных уравнений Ито являет-
ся естественным альтернативным подходом. Теория стохастических
дифференциальных уравнений для процессов устойчивого типа по-
существу находится в зачаточном состоянии (см., например, [6]).

Новыми техническими ингредиентами, необходимыми для рабо-
ты с устойчивыми процессами (по сравнению с ранее исследованны-
ми диффузиями) являются модифицированные оценки сглаживания
для решения соответствующего прямого уравнения Колмогорова--
Фоккера-Планка, а также новые представления для операторов пре-
дельных полугрупп, порожденных решениями кинетических уравне-
ний, и возникающих при анализе нелокальных генераторов, которые
описывают марковские процессы с прыжками (например, устойчи-
вые движения Леви).

Устойчивые законы и устойчивые процессы являются естествен-
ным обобщением гауссовских (нормальных) законов и гауссовских
процессов. Общие устойчивые законы характеризуются (классифи-
цируются) параметром α ∈ (0, 2), называемым иногда индексом устой-
чивости; гауссовское распределение соответствует индексу α = 2.

Поскольку техника работы с процессами с α ∈ (1, 2) и α ∈ (0, 2)

слегка отличается, данная работа концентрируется на случае α ∈
(1, 2). Заметим также, что α считается постоянным для упрощения
изложения. Предложенные методы почти автоматически переносят-
ся на случай переменной функции α(x) со значениями в замкнутом
подинтервале из (1, 2).

Основное отличие устойчивых законов от нормального закона за-
ключается в существовании, так называемых, «тяжелых хвостов». В
распределениях с «тяжелыми хвостами» вероятность отклонений от
средних значений существенно больше чем в нормальном распреде-
лении, и уменьшается не экспоненциально (как в случае нормального
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распределения), а как степень x при x →∞.
Значение устойчивых законов в теории вероятностей связано с

тем, что, с одной стороны, пределы сумм надлежащим образом мас-
штабированных независимых одинаково распределенных случайных
величин с бесконечной дисперсией всегда распределяются (если они
существуют) в соответствии с устойчивым законом, и с другой сторо-
ны, устойчивые законы дают важный частный случай безгранично
делимых распределений. Устойчивые процессы представляют про-
стейшие негауссовские примеры общих процессов Леви (процессы со
стационарными независимыми приращениями).

Теория устойчивых процессов и процессов устойчивого типа в на-
стоящее время активно развивается (см., например, [27, 28, 34, 45,
46, 2]) и представляет интерес не только с точки зрения теории слу-
чайных процессов, но и в связи с тем, что они могут найти широкое
применение в моделировании многих физических явлений, реальных
процессов в экономике, медицине и других областях (например, в
моделировании значений фондовых индексов, прибылей финансовых
активов, техногенных аварий, природных катастроф и др.).

Предположим, что положение агента описывается точкой в Rd.
Положение N агентов определяется тогда точкой в пространстве
RdN . Естественным пространством состояний для описания перемен-
ного числа агентов является объединение X̂ = ∪∞j=1R

dj. Обозначим
через Csym(RdN) банаховы пространства симметричных (относитель-
но перестановки всех аргументов), ограниченных непрерывных функ-
ций на RdN и через Csym(X̂ ) соответствующее пространство функций
на полном пространстве X̂ . Будем обозначать элементы X̂ жирными
буквами, например, x, y.

Уменьшение множества наблюдаемых до Csym(X̂ ) означает фак-
тически, что наше пространство состояний не является X̂ (или RdN в
случае фиксированного числа агентов), а скорее, фактор-простран-
ством SX̂ (или SRdN соответственно), полученным факторизаци-
ей относительно действия группы перестановок, которое позволяет
отождествления Csym(X̂ ) = C(SX̂ ) и Csym(RdN) = C(SRdN). Оче-
видно, что SX̂ можно отождествить с множеством всех конечных
наборов точек из Rd, причем порядок не имеет значения.

Ключевую роль в теории мерозначных пределов систем взаимо-
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действующих частиц играет включение SX̂ в P(Rd) (множество ве-
роятностных законов на Rd), заданное следующим отображением:

x = (x1, . . . , xN) 7→ 1

N
(δx1 + · · ·+ δxN

) =
1

N
δx, (1.1)

которое определяет биекцию между SRdN и подмножеством PN
δ (Rd)

(нормализованные суммы масс Дирака) множества P(Rd).

Замечание 1.1. C небольшим нарушением правил обозначения, мы
используем δx чтобы обозначить сумму мер Дирака на Rd, т.е.

δx := δx1 + · · ·+ δxN
,

и не является мерой Дирака на X̂ с носителем в точке x.

Приведем обозначения некоторых пространств функций, которые
будут использованы в работе.

Cn(Rd) – банахово пространство n раз непрерывно дифференци-
руемых и ограниченных функций f на Rd таких, что каждая произ-
водная вплоть до порядка n ограничена, снабженное нормой ‖f‖Cn ,
которая является точной верхней гранью сумм абсолютных величин
всех производных вплоть до порядка n.

C∞(Rd) – банахово пространство ограниченных непрерывных фун-
кций f : Rd → R с lim

x→∞
f(x) = 0, снабженное sup-нормой.

Cn
∞(Rd) – замкнутое подпространство пространства Cn(Rd), со-

держащее такие функции f , что f (l) ∈ C∞(Rd), l = 0, . . . , n; иногда
мы используем короткое обозначение Cn

∞ и C∞, соответственно.
Пусть {A[t, µ, u]} – семейство генераторов процессов устойчивого

типа Rd с индексом устойчивости α ∈ (1, 2), где t ≥ 0, µ ∈ M(Rd)

(множество положительных Борелевских мер на Rd) и u ∈ U (ком-
пактное метрическое пространство, рассматриваемое как множество
допустимых управлений). Точнее пусть

A[t, µ, u]f(z) = (h(t, z, µ, u),∇f(z))− a(z)|∆|α/2f(z), (1.2)

с коэффициентом сноса h(t, z, µ, u), непрерывно зависящим от t ∈
∈ [0,∞), µ ∈M(Rd) и z ∈ Rd, коэффициентом масштаба a(z), непре-
рывно зависящим от z ∈ Rd. Естественной областью определения
A[t, µ, u] является пространство C2

∞(Rd).



38 В.Н. Колокольцов, М.С. Троева, В. Янг

Напомним, что дробный лапласиан может быть представлен в ви-
де интегрального оператора:

|∆|α/2f(z) =

∫ (
f(x + y)− f(x)− (f ′(x), y)

1 + |y|2
)

dy

|y|d+α
. (1.3)

Предположим, что управление каждого агента задается некото-
рым отображением γ : [0,∞)×Rd → U . Для любого N определим сле-
дующее (зависящее от времени) семейство операторов на Csym(RdN):

ÂN
t [γ]f(x) = ÂN

t [γ]f(x1, · · · , xN) :=
N∑

i=1

Ai[t, µ, ui]f(x1, · · · , xN), (1.4)

где

µ =
1

N

N∑
i=1

δxi
=

1

N
δx

есть эмпирическое распределение агентов, ui = γ(t, xi) и Ai[t, µ, ui]f

означает действие оператора A[t, µ, ui] на i-ую переменную функции
f . При стандартных предположениях о непрерывности коэффициен-
тов сноса и масштаба в A[t, µ, u], семейство ÂN

t [γ] порождает мар-
ковский процесс XN = {XN(t) = (XN

1 (t), . . . , XN
N (t) : t ≥ 0)} на RdN

для любого N [34]. Мы будем называть его управляемым (посред-
ством управления γ) процессом с N агентами, взаимодействующими
посредством среднего поля.

Используя отображение (1.1), мы можем перенести наш процесс с
N агентами из SRdN в PN

δ (Rd). Это приводит к следующему операто-
ру на C(PN

δ (Rd)) (множество непрерывных ограниченных функций
на PN

δ (Rd)):

ÂN
t [γ]F (δx/N) = ÂN

t [γ]f(x) =
N∑

i=1

Ai[t, µ, ui]f(x1, · · · , xN), (1.5)

где f(x) = F (δx/N) и x = (x1, · · · , xN).
Как будет показано, при выполнении определенных условий ре-

гулярности на коэффициенты a и h в (1.2) соответствующая мар-
ковская эволюция эмпирических мер δx/N сходится при N → ∞ к
детерминированной эволюции, определяемой слабым кинетическим
уравнением

d

dt
(f, µt) = (A[t, µt, γ(t, .)]f, µt), µ0 = µ, (1.6)
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которое должно выполняться для всех гладких f ∈ C2
∞(Rd). Здесь

(f, µt) означает обычное спаривание функции f и меры µt, т.е.

(f, µt) =

∫
f(x)µt(dx).

Предположим, что, для заданного конечного момента T > 0, пла-
та каждого агента имеет интегральную составляющую с плотностью
J : R+ × Rd × M(Rd) × U → R и терминальную составляющую
V T : Rd ×M(Rd) → R.

Пусть {µ.N} = {µN
t : t ∈ [0, T ]} обозначает семейство эмпириче-

ских мер процесса XN

µN
t :=

1

N
(δXN

1 (t) + · · ·+ δXN
N (t)), t ∈ [0, T ].

Для заданного {µ.N} = {µN
t , t ∈ [0, T ]} с начальным значением

µN
0 ∈ M и стратегии управления {ui,.} = {ui,t, t ∈ [0, T ]} ожидаемый

выигрыш i-го игрока Vi : [0, T ] × Rd → R в момент времени t и
состоянии x определяется в виде

Vi(t, x; µN
0 )[{ui,.}] =

= Ex

[∫ T

t

J(s,XN
i (s), µN

s , ui,s) ds + V T (XN
i (T ), µN

T )

]
.

(1.7)

Предположим, что каждый агент пытается максимизировать свой
ожидаемый общий выигрыш. Следовательно, при любой заданной
кривой {µ.} = {µt, t ∈ [0, T ]}, функция значения V : [0, T ]×Rd → R

любого агента в среднем поле в момент времени t и состоянии x

определяется в виде:

V (t, x; {µs : s ∈ [t, T ]}) :=

= sup
{u.}

Ex

[∫ T

t

J(s, Xs, µs, us) ds + V T (XT , µT )

]
,

(1.8)

где супремум берется по допустимому классу управлений {u.}. Со-
гласно принципу динамического программирования при выполнении
соответствующих условий регулярности, значение функции V удо-
влетворяет уравнению Гамильтона-Якоби-Беллмана (HJB)

−∂V

∂t
(t, x; {µ.}) = Ht(x,∇V (t, x; {µ.}), µt)−a(x)|∆|α/2V (t, x; {µ.}),

V (T, x; {µ.}) = V T (x; µT ), (1.9)
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с гамильтонианом H : [0, T ]×Rd×Rd×M(Rd) → R, определяемым
в виде

Ht(x, p, µ) := max
u∈U

{h(t, x, µ, u)p + J(t, x, µ, u)}. (1.10)

Для любой заданной кривой {µ.}, корректность (1.9) хорошо извест-
ный факт, см., например, [31] для доказательства существования и
единственности мягкого решения уравнения (1.9). Обозначим полу-
чающееся из (1.10) оптимальное управление через

Γ(t, x, {µ≥t}) := arg max
u∈U

{h(t, x, µt, u)∇V (t, x; {µ.}) + J(t, x, µt, u)},

где {µ≥t} – сокращенная запись для {µs : s ≥ t}.
Таким образом, если каждый агент выбирает управление с по-

мощью уравнения HJB (1.9), заданного кривой эмпирических мер
{µ̂t : t ∈ [0, T ]}, т.е. с

γ(t, x) = Γ(t, x, {µ̂≥t}), (1.11)

то реальная нелинейная эволюция мер {µt : t ∈ [0, T ]} определяется
как решение кинетического уравнения (1.6). Соответствующее усло-
вие MFG-согласованности (или фиксированной точки) {µ̂.} = {µ.}
приводит к уравнению

d

dt
(f, µt) = (A[t, µt, Γ(t, ., {µ≥t})]f, µt), (1.12)

которое выражает связь нелинейного марковского процесса, опреде-
ляемого уравнением (1.12) и задачи оптимального управления, опре-
деляемой уравнением HJB (1.9). Локальная корректность и глобаль-
ное существование решений (1.12) при более общих предположениях
получены в [32].

Теперь разумно ожидать, что, если число агентов N стремится к
бесконечности таким образом, что предельная эволюция корректно
определена и удовлетворяет предельному уравнению (1.12) с Γ, вы-
бранным из решения вышеприведенного уравнения HJB (1.9), тогда
управление γ (1.11) и соответствующие выигрыши представляют ε-
Нэш равновесие для управляемой системы N агентов, с ε → 0 при
N → ∞. Это утверждение (или гипотеза) представляет суть мето-
дологии MFG.
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При определенных предположениях о семействе операторов
{A[t, µ, u]} в (1.2), мы собираемся обосновать это утверждение, пока-
зывая, что порядок ε будет 1/N .

Оставшаяся часть работы организована следующим образом. В
разделе 2 приведены некоторые вспомогательные результаты, необ-
ходимые для нашего анализа. Раздел 3 посвящен гладкой зависимо-
сти (чувствительности) нелинейных марковских процессов от вход-
ных данных. Эта гладкая зависимость является главным ингредиен-
том в доказательстве динамических законов больших чисел и получе-
ния соответствующих оценок погрешностей, что изложено в разделе
4. Раздел 5 завершает нашу программу, подтверждая аппроксимацию
N -агентной стохастической игры пределом среднего поля.

В работе будут использованы следующие основные обозначения:
Для банахова пространства B, B∗ – сопряженное банахово про-

странство с нормой ‖µ‖B∗ = sup‖f‖B≤1 |(f, µ)|.
Для линейного оператора L между Банаховыми пространствами

D и B, мы используем стандартное обозначение для его нормы

‖L‖D7→B = sup
‖g‖D=1

‖Lg‖B;

в частности, ‖L‖B = ‖L‖B 7→B.
Если M замкнутое подмножество Банахова пространства B, то
C([0, T ],M) – метрическое пространство непрерывных функций

t → µt ∈ M с расстоянием ‖η − ξ‖C([0,T ],M) = supt∈[0,T ] ‖ηt − ξt‖B.
Элемент из C([0, T ],M) записывается как {µ.} = {µt, t ∈ [0, T ]}.

2. Вспомогательные результаты

В данном разделе мы приведем некоторые предварительные све-
дения, в основном известные, необходимые для нашего анализа.

Для функции F : M(Rd) → R, ее вариационная производная
δF

δµ(y)
(µ) в µ ∈ M(Rd) по направлению y ∈ Rd определяется соотно-

шением
δF

δµ(y)
(µ) = lim

s→0+

F (µ + sδy)− F (µ)

s
,

если предел существует, где δy ∈M(Rd) обозначает дельта-функцию
на Rd.
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Для множества S семейство отображений U t,r из S в себя, па-
раметризованное парой чисел r ≤ t (соответственно t ≤ r) из за-
данного конечного или бесконечного интервала, называется прямым
пропагатором (соответственно обратным пропагатором) в S, если
U t,t – единичный оператор в S для всех t и следущее цепное прави-
ло (правило композиции) или пропагаторное уравнение выполняется
для r ≤ s ≤ t (соотв. для t ≤ s ≤ r):

U t,sU s,r = U t,r.

Обратный пропагатор U t,r ограниченных линейных операторов
в банаховом пространстве B называется сильно непрерывным, если
операторы U t,r зависят сильно непрерывно от t и r.

Предположим U t,r – сильно непрерывный обратный пропагатор
ограниченных линейных операторов в банаховом пространстве с об-
щей инвариантной областью определения D. Пусть Lt, t ≥ 0 – семей-
ство ограниченных линейных операторов: D 7→ B, зависящих непре-
рывно от t. Будем говорить, что семейство Lt порождает U t,r на D,
если для любого f ∈ D выполняются уравнения

d

ds
U t,sf = U t,sLsf,

d

ds
U s,rf = −LsU

s,rf, 0 ≤ t ≤ s ≤ r, (2.1)

где производные существуют в топологии банахова пространства B.
Часто приходится оценивать разность двух пропагаторов, когда

доступна разность их генераторов . Для этого можно использовать
следующий довольно стандартный прием, который мы сформулиру-
ем сейчас в абстрактной форме (доказательство см., например, [27]).

Утверждение 2.1. Пусть Li
t, i = 1, 2, t ≥ 0 – два семейства, непре-

рывных по t, ограниченных линейных операторов: D 7→ B (D и B –
два банаховых пространства, снабженных непрерывным включени-
ем D → B) и U t,r

i – два обратных пропагатора в B с ‖U t,r
i ‖B ≤ c1,

i = 1, 2, т.ч. для любого f ∈ D уравнения (2.1) выполняются в B

для обоих пар (Li, Ui). Пусть D инвариантна относительно U t,r
1 и

‖U t,r
1 ‖D ≤ c2. Тогда

U t,r
2 − U t,r

1 =

∫ r

t

U t,s
2 (L2

s − L1
s)U

s,r
1 ds (2.2)
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и
‖U t,r

2 − U t,r
1 ‖D→B ≤ c1c2(r − t) sup

t≤s≤r
‖L1

s − L2
s‖D→B. (2.3)

Как следствие, мы получаем следующий результат о непрерывной
зависимости пропагаторов от параметра.

Утверждение 2.2. Пусть {L[t, α] : t ≥ 0, α ∈ R} – семейство
непрерывных по t и α, ограниченных линейных операторов: D 7→ B

(D и B – два банаховых пространства, снабженных непрерывным
включением D → B) и U t,r

α – обратные пропагаторы в B, порожден-
ные {L[t, α]} на общей инвариантной области определения D, т.ч.
‖U t,r

α ‖B и ‖U t,r
α ‖D – равномерно ограниченные. Тогда семейство {U t,r

α }
сильно непрерывно зависит от α, как семейство операторов в B.

Затем, нам будет нужен простой результат о непрерывной зави-
симости неподвижной точки от параметров сжатых отображений.

Утверждение 2.3. Пусть B – банахово пространство, Π – его
замкнутое подпространство, {vα} – ограниченное семейство век-
торов из B и Fα – семейство непрерывных линейных операторов:
B → Π, оба семейства непрерывно зависящие от параметра α, взя-
того из произвольного метрического пространства, и такие, что
supα ‖Fα‖ < 1. Пусть Πα – множество Πα = {vα+w : w ∈ Π} такое,
что отображение Φα : p 7→ vα + Fαp отображает Πα в себя. Тогда
для любого α отображение Φα имеет единственную неподвижную
точку в Πα, которая непрерывно зависит от α.

Доказательство. Так как

Φα(p1)− Φα(p2) = Fα(p1 − p2),

и supα ‖Fα‖ < 1, то Φα есть сжатие, и, следовательно, имеет един-
ственную неподвижную точку, обозначаемую pα. Более того, для всех
α1, α2

pα1 − pα2 = Φα1(pα1)− Φα2(pα2) = vα1 − vα2 + Fα1(pα1)− Fα2(pα2)

= vα1 − vα2 + Fα1(pα1)− Fα2(pα1) + Fα2(pα1 − pα2),

так что

pα1 − pα2 = (1− Fα2)
−1[vα1 − vα2 + Fα1(pα1)− Fα2(pα1)].
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Следовательно pα1 → pα2 , когда α1 → α2, в силу непрерывности vα и
Fα.

Вернемся к генераторам процессов устойчивого типа. Для семей-
ства операторов A[t, µ] : C2

∞(Rd) → C∞(Rd)

A[t, µ]f(z) = (h(t, z, µ),∇f(z))− a(z)|∆|α/2f(z), (2.4)

зависящего от µ из выпуклого замкнутого множества мер

MΛ(Rd) = {µ ∈M(Rd) : Λ−1 ≤ ‖µ‖ ≤ Λ}
с любым Λ > 1, введем следующие условия:
C1) a ∈ C2

∞(Rd) и удовлетворяет условию

Ω−1 ≤ a(z) ≤ Ω

для всех z ∈ Rd и постоянной Ω > 1;
C2) h непрерывна по t и является Липшиц-непрерывной как функция
от z, равномерно по другим переменным;
C3) Вариационная производная

δh

δµ(y)
(t, z, µ)

принадлежит C2
∞(Rd) как функции от y равномерно по другим пе-

ременным.
Отметим, что во всех практических приложениях функционалы

от мер µ задаются в виде интегралов
∫

g(x1, · · · , xm)µ(dx1) · · ·µ(dxm).

В этом случае гладкость в смысле вариационных производных экви-
валентна обычной гладкости функции плотности g.

Топология на MΛ(Rd), удобная для дальнейшего, является то-
пологией сопряженного банахова пространства (C2

∞(Rd))∗, т.е. для
любых µ1, µ2 ∈MΛ(Rd)

‖µ1 − µ2‖(C2∞(Rd))∗ := sup{(f, µ1 − µ2) : ‖f‖C2∞(Rd) ≤ 1}.
Как легко видеть, эта метрика порождает на MΛ(Rd) обычную

слабую топологию.
Приведем следующий результат о некоторых свойствах гладкости

в процессах устойчивого типа [34].
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Утверждение 2.4. (i) При выполнении условий C1), C2) для любого
заданного µ ∈MΛ(Rd), существует единственный обратный пропа-
гатор U t,s, порожденный генератором A[t, µ] и определяющий Фел-
леровский процесс устойчивого типа. (ii) Более того, пространства
C1
∞(Rd) и C2

∞(Rd) являются инвариантными относительно этого
пропагатора и U t,s являются равномерно ограниченными отображе-
ниями C1(Rd) → C1(Rd) и C1

∞(Rd) → C1
∞(Rd) для 0 ≤ t < s ≤ T .

(iii) Наконец, если снос h = 0, то операторы U t,s отображают
C∞(Rd) в C1

∞(Rd) при t < s, и

‖U t,sφ‖C1∞(Rd) ≤
c

(s− t)1/α
‖φ‖C∞(Rd) (2.5)

для t < s < T , α ∈ (1, 2), всех φ ∈ C∞(Rd) и постоянной c > 0.

Утверждение 2.5. (i) При выполнении условий C1) - C3), задача
Коши

d

dt
(f, µt) = (A[t, µt]f, µt), µs = µ, t ≥ s, (2.6)

является корректной, т.е. имеет единственное решение для любого
заданного µs ∈MΛ(Rd).

Доказательство. Следует из основной теоремы 7.9 из [28], если при-
нять во внимание, что условие C3) влечет за собой свойство непре-
рывности по Липшицу h:

‖h(t, z, {ξ.})− h(t, z, {η.})‖ ≤ c1 sup
t∈[0,T ]

||ξt − ηt||(C1∞(Rd))∗ , (2.7)

для положительной постоянной c1.

Замечание 2.1. Напомним, наконец, что если At – семейство операто-
ров, порождающих обратный пропагатор U t,r и Ft – семейство отоб-
ражений в C∞(Rd), то интегральное уравнение

gt = U t,rgr +

∫ r

t

U t,sFsgs ds (2.8)

называется мягкой формой дифференциальной задачи Коши

ġ = Atg + Ftg, gr = g. (2.9)
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Функция gt, которая удовлетворяет интегральному уравнению (2.8)
с начальным условием gr, называется мягким решением задачи Ко-
ши (2.9).

(Понятие «мягкое решение» для абстрактной задачи Коши для
нелинейного эволюционного уравнения было рассмотрено, например,
в работе [44]. В русскоязычной научной литературе этот термин упо-
требляется редко, но в последнее время встречается в некоторых ра-
ботах, см., например, [1]).

3. Гладкая зависимость нелинейных процессов от начальных
данных

Далее зафиксируем наши банаховы пространства

D = C2
∞(Rd), B = C∞(Rd).

Сопряженное пространство B∗ – пространство ограниченных Боре-
левских зарядов (мер со знаком) на Rd. Действие элементов D∗ =

= (C2
∞(Rd))∗ на функции из D может быть описано интегрировани-

ем производных относительно определенных мер, см. [28].
В данном разделе, наша цель – доказать гладкость решений µt

кинетического уравнения

d

dt
(f, µt) = (A[t, µt]f, µt) (3.1)

относительно начальных данных µ0 ∈ MΛ(Rd), где для каждого
(t, µ) ∈ [0, T ]×MΛ(Rd), A[t, µ] : C2

∞(Rd) → C∞(Rd)

A[t, µ]f(z) = (h(t, z, µ),∇f(z))− a(z)|∆|α/2f(z) (3.2)

удовлетворяют условиям C1)-C3).
На самом деле, нам нужно существование и регулярность вариа-

ционной производной µt первого и второго порядка относительно µ0.
Как следствие, мы собираемся доказать, что пропагатор линейных
преобразований функционалов от мер вида

(Φs,tF )(µs) := F (µt(µs)), 0 ≤ s ≤ t (3.3)

сохраняет множество дважды дифференцируемых функционалов F (µ),
где µt(µs) обозначает решение кинетического уравнения (3.1) с на-
чальным условием µs в момент времени s ≥ 0.
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Для семейства исходных данных µα
0 , зависящих от вещественного

параметра α, нас интересует производная по этому параметру

ξα
t =

∂µα
t

∂α
, для всех t ≥ 0 (3.4)

соответствующих решений µα
t уравнения (3.1).

Дифференцируя (3.1) по α, получаем уравнение

d

dt
(f, ξα

t ) = (A[t, µα
t ]f, ξα

t ) + (φt[µ
α
t ]f, ξα

t ), (3.5)

с начальным условием

ξ0 = ξα
0 =

∂µα
0

∂α
, (3.6)

где

φt[µ]f(y) =

∫
δA[t, µ]

δµ(y)
f(z)µα

t (dz) (3.7)

с
δA[t, µ]

δµ(y)
f(z) =

(
δh

δµ(y)
(t, z, µ),∇f(z)

)
. (3.8)

Уравнение (3.5) является сопряженным к уравнению

d

dt
fα

t = −A[t, µα
t ]fα

t − φt[µ
α
t ]fα

t . (3.9)

По предположению C3), оператор φt[µ] в (3.5) – ограниченный ли-
нейный оператор: D → D и C1

∞(Rd) → C1
∞(Rd). Следовательно, по

стандартной теории возмущений и утверждению 2.4, мягкие решения
(3.9) корректно определены и образуют ограниченный пропагатор в
D и в C1

∞(Rd). Следовательно, сопряженный ему прямой пропагатор
определен в D∗ и (C1

∞(Rd))∗, и дает единственное мягкое решение за-
дачи Коши для уравнения (3.5), которое является решением мягкой
формы этого уравнения:

ξα
r = (U t,r

α )∗ξα
t +

∫ r

t

(U s,r
α )∗φ∗s[µ

α
s ]ξα

s ds, t ≤ r, (3.10)

или в слабой форме

(f, ξα
r ) = (U t,r

α f, ξα
t ) +

∫ r

t

(φs[µ
α
s ]U s,r

α f, ξα
s ) ds, f ∈ D. (3.11)

где φ∗t [µ] – сопряженный оператор к φt[µ] и (U t,r
α )∗ – сопряженный

оператор к U t,r
α .
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Теорема 3.1. При предположениях C1)-C3), пусть производная

ξα
0 =

∂µα
0

∂α

определена в D∗ для некоторого семейства начальных данных µα
0 ∈

∈ MΛ(Rd) (с производными, существующими в топологии, задава-
емой нормой D∗). Тогда правая часть (3.4) существует для всех
α ∈ R (производная берется в топологии, задаваемой нормой D∗)
и совпадает с единственным решением ξα

t = ξα
t (ξα

0 , µα
0 ) уравнения

(3.10).

Доказательство. Выберем семейство ограниченных операторов
A[t, µ](n) : B → B и семейство ограниченных операторов φt[µ](n) :

B → B, являющихся также ограниченными операторами в D, n =

= 1, 2, . . ., которые удовлетворяют всем тем условиям, что A[t, µ] и
φt[µ], и такие, что

‖(A[t, µ](n)− A[t, µ])g‖B → 0 и ‖(φt[µ](n)− φt[µ])g‖D → 0

‖(φt[µ](n)− φt[µ])g‖B → 0

при n → ∞, для всех g ∈ D. Мы будем использовать те же обозна-
чения для соответствующих решений, добавив зависимость от n для
всех объектов, построенных по A[t, µ](n).

Замечание 3.1. В качестве такой аппроксимации для A[t, µ], можно
использовать конечно-разностную аппроксимацию производной опе-
раторов.

По стандартной теории ОДУ в банаховых пространствах (Прило-
жения D, F в [28]),уравнения для µα

t (n) и ξα
t (n) являются корректны-

ми в сильном смысле в B∗ и D∗, и ξα
t (n) представляют производные

µα
t (n) в B∗ и D∗.
Следовательно

µα
t (n)− µα0

t (n) =

∫ α

α0

ξβ
t (n) dβ для всех α, α0 ∈ R (3.12)

выполняется как уравнение в D∗ (и в B∗, когда ξα
0 ∈ B∗).

Из приложений теории возмущений к нелинейным кинетическим
уравнениям (см. [28], раздел 2.1 или теорему 3.14 из [29]; фактически
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это следует из утверждения 2.3) µα
t (n) сходится к µα

t в топологии,
задаваемой нормой D∗. Аналогично ξα

t (n) сходится к ξα
t в топологии,

задаваемой нормой пространства D∗. Следовательно, можем перейти
к пределу при n → ∞ в уравнении (3.12) в топологии, задаваемой
нормой D∗, получая уравнение

µα
t − µα0

t =

∫ α

α0

ξβ
t dβ, для всех t ≥ 0. (3.13)

В заключение, в силу утверждения 2.3, ξβ
t зависит непрерывно от β

в D∗, что позволяет вывести требуемую дифференцируемость (т.е.
уравнение (3.4)) из интегрального уравнения (3.13).

Введем теперь некоторые полезные пространства. Пусть C2×2
∞ (R2d)

– подпространство функций F (x, y) : R2d → R таких, что следующие
частные производные

∂2F

∂xi∂xj

,
∂2F

∂yi∂yj

,
∂4F

∂xi∂xj∂yk∂yl

принадлежат C2
∞(R2d). Пространство снабжено нормой

‖F‖C2×2∞ (R2d) := ‖F‖C2∞(R2d) + sup
x,y,i,j,l,k

∥∥∥∥
∂4F (x, y)

∂xi∂xj∂yk∂yl

∥∥∥∥ .

Замечание 3.2. Пространство C2×2
∞ (R2d) играет решающую роль в

теории стохастических потоков, развитой в [36].

Пусть C1,2
∞ (MΛ(Rd)) – подпространство функционалов F (µ) из

C(MΛ(Rd)) таких, что 1-ая вариационная производная δF/δµ(x) опре-
делена и принадлежит C2

∞(Rd) как функция от x равномерно по
µ. Это подпространство становится банаховым пространством, когда
снабжается нормой

‖F‖C1,2
∞ (MΛ(Rd)) := sup

µ∈MΛ(Rd)

∥∥∥∥
δF

δµ(.)

∥∥∥∥
C2∞(Rd)

.

Аналогично определяется банахово пространство C2,2
∞ (MΛ(Rd))

функционалов с нормой

‖F‖C2,2
∞ (MΛ(Rd)) := sup

µ∈MΛ(Rd)

∥∥∥∥
δ2F

δµ(.)δµ(.)

∥∥∥∥
C2∞(Rd)

,
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и пространство C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) функционалов с нормой

‖F‖C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) := sup

µ∈MΛ(Rd)

∥∥∥∥
δ2F

δµ(.)δµ(.)

∥∥∥∥
C2×2∞ (Rd)

.

Оказывается (см. ниже, теорему 3.4), что пространство C2,2×2
∞ (MΛ(Rd))

(а не более естественное пространство C2,2
∞ (MΛ(Rd))) образует инва-

риантное ядро для пропагатора (3.3).
Напомним, что вариационные производные являются частными

случаями производных по направлениям для функционалов от мер
и определяются следующим образом

ξt(x, µ0) =
δµt

δµ0(x)
= lim

s→0+

1

s
(µt(µ0 + sδx)− µt(µ0)). (3.14)

Как следствие теоремы 3.1 получаем следующую теорему.

Теорема 3.2. При предположениях теоремы 3.1, вариационные про-
изводные ξt(x, µ0) решений µt = µt(µ0) уравнения (3.1) по начальным
данным µ0 корректно определены как элементы D∗ и дважды непре-
рывно дифференцируемы по x (снова в топологии D∗) с равномерно
ограниченными производными. Более того, они представляют собой
единственные решения мягких форм уравнения

d

dt
(f, ξt(x, µ0))=

∫

Rd

(
A[t, µt]f(v) +

∫

Rd

δA[t, µ]

δµ(v)
f(z)µt(dz)

)
ξt(x, µ0, dv)

(3.15)
с начальными условиями ξ0(x, µ0) = δx, где

δA[t, µ]

δµ(v)
f(z) =

(
δh(t, z, µ)

δµ(v)
,∇f(z)

)
.

Доказательство. По теореме 3.1 вариационные производные ξt(x, µ0)

корректно определены в D∗ и представляют единственное решение
задачи Коши для мягкой формы уравнения (3.15) с начальными
условиями ξ0(x, µ0) = δx. Более того, поскольку ξt(x, µ0) являют-
ся решениями линейных уравнений, их производные по начальным
данным ξ0(x, µ0)(= δx) являются решениями тех же линейных урав-
нений. Следовательно, поскольку

∂δx

∂x
∈ (C1

∞(Rd))∗ и
∂2δx

∂x2
∈ D∗ = (C2

∞(Rd))∗,
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производные
∂ξt(x, µ0)

∂x
,

∂2ξt(x, µ0)

∂x2

корректно определены в D∗ и являются решением того же уравнения,
что и ξt(x, µ0).

Рассмотрим аналогично вторую вариационную производную

ηt(x, y) =ηt(x, y, µ0) =
δ2µt

δµ0(x)δµ0(y)
:=

:= lim
s→0+

1

s

(
δµt

δµ0(x)
(µ0 + sδy)− δµt

δµ0(x)
(µ0)

)
.

(3.16)

Дифференцируя (для начала) уравнение (3.15), получаем уравне-
ние

d

dt
(f, ηt(x, y))=

∫

Rd

(
A[t, µt]f(v) +

∫

Rd

δA[t, µt]

δµt(v)
f(z)µt(dz)

)
ηt(x, y, dv)+

+

∫

R2d

(δA[t, µt]

δµt(u)
f(v) +

δA[t, µt]

δµt(v)
f(u)+

+

∫

Rd

δ2A[t, µt]

δµt(v)δµt(u)
f(z)µt(dz)

)
ξt(x, dv)ξt(y, du)

(3.17)

с η0(x, y) = 0. Рассуждая аналогично случаю с производной первого
порядка, мы рассмотрим задачу (3.17) в мягкой форме:

ηt(x, y) = (U t,0)∗η0(x, y)+

∫ t

0

(U t,s)∗(φ∗s[µs]ηs(x, y)+Ψs(x, y)) ds, (3.18)

где Ψs ∈ D∗ задано соотношением

(g, Ψs(x, y)) =

∫

R2d

(δA[s, µs]

δµs(u)
g(v) +

δA[s, µs]

δµs(v)
g(u)+

+

∫

Rd

δ2A[s, µs]

δµs(v)δµs(u)
g(z)µs(dz)

)
ξs(x, dv)ξs(y, du).

(3.19)

Чтобы уравнение (3.18) имело смысл, нам нужно лишь убедиться,
что последнее слагаемое в (3.19) корректно определено для ξs ∈ D∗.
Это приводит к следующему расширению теоремы 3.2 на случай вто-
рой вариационной производной.
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Теорема 3.3. Пусть выполнены условия C1)-C3). Предположим до-
полнительную регулярность коэффициента h

h(t, z, ·) ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) (3.20)

равномерно по t, z как функций от µ, с равномерно ограниченными
производными. Тогда вторые вариационные производные ηt(x, y) ре-
шений µt = µt(µ0) по µ0 корректно определены как элементы D∗ и
дважды непрерывно дифференцируемы как функции от x и y (опять
в топологии D∗) с равномерно ограниченными производными. Кро-
ме того, ηt(x, y) представляют собой единственные решения мягких
форм уравнения (3.17) с η0(x, y) = 0.

Доказательство. Это почти прямое распространение теоремы 3.2.
Однако, дифференцируя уравнение (3.17) по x и y, надо учитывать,
что зависимость от x, y не только через начальные условия, но и
через правую часть, содержащую ξt(x, dv)ξt(y, du). Это мультипли-
кативная форма позволяет дифференцировать дважды по x и до-
полнительно дважды по y, так как нужно получить функцию класса
C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)). Это именно то место, где необходимость работать с

этим необычным пространством становится очевидной.

Возвращаясь к преобразованиям (Φt(F ))(µ) = F (µt(µ)), которые
очевидно представляют сжатие в пространстве C(MΛ(Rd)), мы мо-
жем получить следующее важное свойство регулярности.

Теорема 3.4. (i) При предположениях теоремы 3.2, преобразова-
ния (3.3) образуют обратный пропагатор равномерно ограниченных
(для s, t из любого компактного интервала) линейных операторов в
C1,2
∞ (MΛ(Rd)). (ii) При предположениях теоремы 3.3, преобразова-

ния (3.3) образуют обратный пропагатор равномерно ограниченных
(для s, t из любого компактного интервала) линейных операторов в
C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из теорем 3.2 и 3.3
и формул

(δΦ0,t(F ))(µ)

δµ0(x)
=

δF (µt)

δµ0(x)
=

∫

Rd

δF (µt)

δµt(z)
ξt(x, µ0, dz),
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(δ2Φ0,t(F ))(µ)

δµ0(x)δµ0(y)
=

δ2F (µt)

δµ0(x)δµ0(y)
=

=

∫

Rd

δF (µt)

δµt(z)
ηt(x, y, µ0, dz)+

+

∫

R2d

δ2F (µt)

δµt(z)δµt(w)
ξt(x, µ0, dz)ξt(y, µ0, dw).

(3.21)

4. Сходимость N-частичных аппроксимаций. Динамический
закон больших чисел с меченой частицей

Здесь распространяем некоторые результаты из главы 9 [28] о
пределе слабого закона больших чисел для взаимодействующих ча-
стиц в двух направлениях: мы докажем, что все скорости сходимости
остаются справедливыми, если (i) одному из агентов будет разреше-
но отклоняться от общего поведения и (ii) вместо маргинальных мер
использовать интегральные функционалы от траекторий мер.

Для этого вернемся к оператору ÂN
t вида (1.5) из введения, опус-

кая, на данный момент, зависимость от u и γ.
Следующий результат получается из общей формулы в главе 9

книги [28] и представления дробного лапласиана в виде (1.3).

Утверждение 4.1. Если функционал F обладает достаточно глад-
кими вариационными производными первого и второго порядков, то
тогда

ÂN
t F (µ) =

∫

Rd

(
h(t, xi, µ),

∂

∂x

δF

δµ(.)

)
(x)µ(dx)− a(x)|∆|α/2 δF

δµ(.)
+

+
a(x)

N

1∫

0

(1− s)ds

∫

R2d

(
δ2F

δµ(.)δµ(.)
(µ +

s

N
(δx+y − δx)), (δx+y − δx)

⊗2

)

× dy

|y|d+α
µ(dx),

где µ = δx/N .

Эта формула дает явную оценку порядка 1/N для отклонения
оператора ÂN

t от предельного оператора

ΛtF (µ) =

∫

Rd

A[t, µ]

(
δF

δµ(.)

)
(z)µ(dz). (4.1)
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Согласно теореме 3.4, это семейство операторов порождает про-
пагатор (3.3) на общих инвариантных областях C1,2

∞ (MΛ(Rd)) или
C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)). Таким образом, нам нужен F ∈ C1,2

∞ (MΛ(Rd)), что-
бы ΛtF был корректно определен и F ∈ C2,2×2

∞ (MΛ(Rd)), чтобы иметь
оценку порядка 1/N для отклонения ΛtF от ÂN

t F .
Пусть U s,t

N , s ≤ t – обратный пропагатор на C(PN
δ (Rd)), порожден-

ный ÂN
t и Φs,t – пропагатор, определенный в (3.3). Из утверждения

2.1, имеем

[(U s,t
N − Φs,t)F ](µ) =

∫ t

s

[U s,r
N (ÂN

r − Λr)Φ
r,tF ](µ) ds, (4.2)

для F ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) и µ ∈ PN

δ (Rd). Согласно теореме 3.4 и утвер-
ждению 4.1, уравнение (4.2) влечет за собой

sup
µ∈PN

δ (Rd)

|[(U s,t
N − Φs,t)F ](µ)| ≤ C(T )

N
(t− s)‖F‖C2,2×2

∞ (MΛ(Rd)) (4.3)

для 0 ≤ s ≤ t ≤ T с некоторой постоянной C(T ), возникающей из
ограничений на пропагаторы Φs,t на C2,2×2

∞ (MΛ(Rd)) из теоремы 3.4.
Вернемся к полному оператору (1.5), содержащему u и γ. Предпо-

ложим, что все агенты следуют некоторой фиксированной стратегии
γ(t, x), но один игрок, скажем, 1-ый, применяет другое управление
u1,t = γ̃(t, x). Тогда вместо оператора (1.4) управляемый процесс с N

взаимодействующими агентами будет генерироваться оператором

ÂN
t [γ, γ̃]F (δx/N) =

= ÂN
t [γ]F (δx/N) + [A1(t, µ, γ̃(t, .))− A1(t, µ, γ(t, .))]F (δx/N) =

= ÂN
t [γ]F (δx/N) + (h1(t, µ, γ̃(t, .))− h1(t, µ, γ(t, .)),∇F (δx/N)) =

= ÂN
t [γ]F (δx/N) + O(1/N), (4.4)

где µ = δx/N , F ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) и O(1/N) равномерная для F из

ограниченных подмножеств C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)). Следовательно ÂN

t [γ, γ̃]F

и ÂN
t [γ]F имеют одинаковый предел Λt[γ], определенный в (4.1), кро-

ме того, та же скорость сходимости порядка 1/N выполняется для F

из ограниченных подмножеств C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)). Однако, вместо про-

стого сравнения маргинальных распределений марковских процес-
сов µN

t [γ, γ̃], определенных пропагаторами U0,t
N [γ, γ̃] (и генерируемых
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ÂN
t [γ, γ̃]), нам также нужно, чтобы была возможность сравнивать их

интегральные характеристики (интерпретируемые как выигрыши в
теоретико-игровом смысле).

Нам также потребуется получение оценки на случай, когда плот-
ность интегральной составляющей функции платы J зависит от по-
ложения меченого агента и его собственной стратегии. Для этого рас-
смотрим процесс пар (XN

1,t, µ
N
t ) выбранного меченого агента и общей

массы.
Пусть C2;2,2×2

∞ (Rd × MΛ(Rd)) – подпространство функционалов
F (x, µ) из пространства C∞(Rd×MΛ(Rd)) непрерывных ограничен-
ных функционалов на Rd×MΛ(Rd), таких что µ ∈MΛ(Rd), функци-
онал F (., µ) ∈ C2

∞(Rd) и для каждого x ∈ Rd F (x, .) ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)).

Пусть C([0, T ]×U , C2;2,2×2
∞ (Rd×MΛ(Rd))) – подпространство функ-

ционалов F (t, x, µ, u) из пространства C∞([0, T ]×Rd ×MΛ(Rd)×U)

непрерывных ограниченных функционалов на [0, T ]×Rd×MΛ(Rd)×
U , таких что для каждого (t, µ, u) функционал F (t, ., µ, u) ∈ C2

∞(Rd)

и для каждого (t, x, ., u) F (t, x, ., u) ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)).

Генераторы процесса пар (XN
1,t, µ

N
t ) определяются в пространстве

C2;2,2×2
∞ (Rd ×MΛ(Rd)) и принимают вид

ÂN
t;tag[γ, γ̃]F (x1, δx/N) :=

(
A1[t, δx/N, γ̃] + ÂN

t [γ, γ̃]
)

F (x1, δx/N),

(4.5)
где 1-й (соответственно 2-й) оператор в сумме действует на 1-ую (со-
ответственно 2-ую) переменную F (A1 означает, что оператор A дей-
ствует на переменную x1). Следовательно, в силу уравнения (4.4) и
утверждения 4.1

ÂN
t;tag[γ, γ̃]F (x1, δx/N) =

(
A1[t, δx/N, γ̃] + Λt[γ]

)
F (x1, δx/N) + O(1/N).

(4.6)
Будет справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1. Предположим, что условия C1)-C3) и условие регу-
лярности (3.20) выполнены для семейства операторов A[t, µ, γ(t, .)]

вида (3.2) с классом функций γ : R+ × Rd → U , которые являют-
ся непрерывными по первой переменной и Липшиц непрерывны по
второй переменной.
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Предположим, что начальные условия

µN
0 =

1

N
(δXN

1,0
+ · · ·+ δXN

N,0
)

сходятся в D∗ = (C2
∞(Rd))∗ при N → ∞ к вероятностному закону

µ0 ∈ P(Rd), так что

‖µN
0 − µ0‖D∗ ≤ κ1

N
(4.7)

с постоянной κ1 > 0.
Предположим дополнительно, что XN

1,0 ∈ Rd сходится при N →
→∞ к точке X1,0 ∈ Rd, так что

||XN
1,0 −X1,0|| ≤ κ2

N
(4.8)

с постоянной κ2 > 0.
Пусть U0,t

N [γ, γ̃] – пропагатор, порожденный ÂN
t [γ, γ̃] и Φ0,t[γ] –

пропагатор, порожденный Λt[γ].
А также пусть U0,t

N ;tag[γ, γ̃] – пропагатор, порожденный ÂN
t;tag[γ, γ̃]

и Φ0,t
tag[γ] – пропагатор, порожденный семейством

A1[t, µ, γ̃] + Λt[γ],

где µ = δx/N .
(i) Тогда для любого T > 0 и t ∈ [0, T ] выполняются

∣∣[U0,t
N [γ, γ̃]F ](µN

0 )− [Φ0,t[γ](F )](µ0)
∣∣ ≤

≤ C(T )

N

(
t‖F‖C2,2×2

∞ (MΛ(Rd)) + κ1

) (4.9)

∣∣∣[U0,t
N ;tag[γ, γ̃]F ](XN

1,0, µ
N
0 )− [Φ0,t

tag[γ](F )](X1,0, µ0)
∣∣∣ ≤

≤ C(T )

N

(
(t + κ2)‖F‖C2;2,2×2

∞ (Rd×MΛ(Rd)) + κ1

) (4.10)

с постоянной C(T ), не зависящей от γ̃.
(ii) Кроме того, если J(t, µ) ∈ C([0, T ], C2,2×2

∞ (MΛ(Rd))) и
J(t, x, µ, u) ∈ C([0, T ] × U , C2;2,2×2

∞ (Rd ×MΛ(Rd))), то выполняются
следующие оценки

∣∣∣∣E
∫ T

t

J(s, µN
s [γ, γ̃]) ds−

∫ T

t

J(s, µs[γ]) ds

∣∣∣∣ ≤

≤ C(T )

N

(
(T − t)‖J‖C([0,T ],C2,2×2

∞ (MΛ(Rd))) + κ1

)
,

(4.11)
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∣∣∣∣E
∫ T

t

J(s,XN
1,s, µ

N
s [γ, γ̃], γ̃(s,XN

1,s)) ds −

− E
∫ T

t

J(s, X1,s, µs[γ], γ(s,X1,s)) ds

∣∣∣∣ ≤

≤ C

N

(
(T + κ2)‖J‖C([0,T ]×U ,C2;2,2×2

∞ (Rd×MΛ(Rd))) + κ1

)
,

(4.12)

где µs[γ] – решение кинетического уравнения (2.6) с начальным усло-
вием µ0, µN

t [γ, γ̃] – Марковский процесс, определенный пропагатора-
ми U0,t

N [γ, γ̃], пара (XN
1,s, µ

N
t [γ, γ̃]) – марковский процесс, определенный

пропагаторами U0,t
N ;tag[γ, γ̃] и X1,s – марковский процесс, порожден-

ный A1[t, µt[γ], γ̃].

Доказательство. (i) Для F ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) имеем

∣∣[U0,t
N [γ](F )](µN

0 )− [Φ0,t[γ](F )](µ0)
∣∣ ≤

≤ ∣∣[U0,t
N [γ](F )− Φ0,t[γ](F )](µN

0 )
∣∣ +

∣∣[(Φ0,t[γ](F ))(µN
0 )− (Φ0,t[γ](F ))(µ0)]

∣∣ .

(4.13)

А также для F ∈ C2;2,2×2
∞ (Rd,MΛ(Rd)) имеем

∣∣∣[U0,t
N ;tag[γ, γ̂]F ](XN

1,0, µ
N
0 )− [Φ0,t

tag[γ]F ](X1,0, µ0)
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣[U0,t

N ;tag[γ, γ̂]F ](XN
1,0, µ

N
0 )− [Φ0,t

tag[γ]F ](XN
1,0, µ

N
0 )

∣∣∣+

+
∣∣∣[Φ0,t

tag[γ]F ](XN
1,0, µ

N
0 )− [Φ0,t

tag[γ]F ](X1,0, µ
N
0 )

∣∣∣+

+
∣∣∣[Φ0,t

tag[γ]F ](X1,0, µ
N
0 )− [Φ0,t

tag[γ]F ](X1,0, µ0)
∣∣∣.

(4.14)

Оценивая первые слагаемые в (4.13) и (4.14) с помощью (4.3) с
учетом (4.4), второе слагаемое в (4.13) и третье слагаемое в (4.14)
с помощью (4.7) и Липшиц-непрерывности решений кинетическо-
го уравнения (согласно теореме 3.2) и оценивая второе слагаемое в
(4.14) с помощью (4.8), получаем оценки (4.9) и (4.10).

(ii) Представим интегралы
∫ t

0
J(s, µN

s [γ, γ̃]) ds,∫ T

t
J(s,XN

1,s, µ
N
s [γ, γ̃], γ̃(s,XN

1,s)) ds и
∫ T

t
J(s,X1,s, µs[γ], γ̃(s,X1,s)) ds как

пределы римановых сумм. Тогда применяя (4.9) и (4.10) почленно и
переходя к пределу, получим соответственно (4.11) и (4.12).
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5. Предел среднего поля как ε-равновесие

В данном разделе мы показываем, что решение уравнения (1.12)
представляет собой совершенное ε-равновесие для аппроксимирую-
щей игры N агентов с ε порядка 1/N .

Теорема 5.1. (i) Предположим, что {A[t, µ, u] : t ≥ 0, µ ∈ M =

= MΛ(Rd), u ∈ U} – семейство линейных операторов D → C∞(Rd),
порождающих процессы устойчивого типа

A[t, µ, u]f(z) = (h(t, z, µ, u),∇f(z))− a(z)|∆|α/2f(z), (5.1)

с коэффициентами, удовлетворяющими условиям С1)-С3) и усло-
вию регулярности (3.20) для любого u ∈ U .
(ii) Предположим, что терминальная функция V T ∈ C2,2×2

∞ (Rd×
×Mλ(R

d)) и плотность интегральной составляющей функции вы-
игрыша J ∈ C([0, T ]× U , C2;2,2×2

∞ (Rd ×MΛ(Rd))).
(iii) Пусть начальные условия N-агентной игры

µN
0 =

1

N
(δXN

1,0
+ · · ·+ δXN

N,0
)

сходятся в D∗ = (C2
∞(Rd))∗ при N → ∞ к вероятностному закону

µ0 ∈ P(Rd), так что

‖µN
0 − µ0‖D∗ ≤ κ1

N

с постоянной κ1 > 0 и XN
1,0 ∈ Rd сходятся при N → ∞ к точке

X1,0 ∈ Rd, так что
||XN

1,0 −X1,0|| ≤ κ2

N

с постоянной κ2 > 0.
(iv) Пусть {µ.} – решение уравнения (1.12) с непрерывным профи-
лем стратегий u = Γ(t, z, {µ.}), который Липшиц-непрерывен по z

и определяется из уравнения HJB (1.9) и (1.10) с {µ̂.} = {µ.}.
Тогда профиль стратегий u = Γ(t, x, {µ.}) является совершен-

ным ε-равновесием в N-агентной игре с

ε =
C(T )

N
(||J ||C([0,T ]×U ,C2;2,2×2

∞ (Rd×MΛ(Rd))) + ||V T ||C2∞(Rd) + 1).
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Доказательство. По теореме 4.1, для любой стратегии u(.) или γ̃

1-го игрока, его выигрыш в соответствующей игре N агентов отли-
чается от выигрыша при потоке среднего поля на величину, не пре-
вышающую C/N . Поэтому максимумы по этим стратегиям не могут
отличаться более чем на ту же величину.

Обычный класс задач с единственным arg max в уравнении (1.10)
возникает, когда функция платы выпукла по управлению и дина-
мика линейна по управлению. Приведем пример системы, в которой
выполняется условие Липшиц-непрерывности по x профиля страте-
гий u = Γ(t, x, {µ.}) (см., например, [35]).

Пример. Пусть U = [−1, 1] – множество допустимых управлений.
Коэффициент сноса h : [0, T ] × Rd ×MΛ(Rd) × U → Rd линейная
функция по u следующего вида

h(t, x, µ, u) = a(t, x, µ) + u,

где a : [0, T ]×Rd×MΛ(Rd) → R – ограниченная и непрерывная по t

функция, Липшиц-непрерывна по x и a(t, x, ·) ∈ C2,2×2
∞ (MΛ(Rd)) для

всех t, x. Плотность интегральной составляющей функции выигрыша
J : [0, T ] × Rd × MΛ(Rd) × U → R квадратичная функция по u

следующего вида

J(t, x, µ, u) = −1

2
u2b(t, x, µ),

где функция b : [0, T ] ×Rd ×MΛ(Rd) → (0,∞) ограниченная, Лип-
шицева по x и b(t, x, ·) ∈ C2,2×2

∞ (MΛ(Rd)) для всех t, x. Терминальная
функция V T ∈ C2,2×2

∞ (Rd ×Mλ(R
d)). Оптимальное управление

u = arg max

{
(a(t, x, µ) + u) p− 1

2
u2b(t, x, µ)

}
=

=





1
b(t,x,µ)

p, если 1
b(t,x,µ)

p ∈ [−1, 1]

1, если 1
b(t,x,µ)

p /∈ [−1, 1] и p > 0

−1, если 1
b(t,x,µ)

p /∈ [−1, 1] и p < 0

является ограниченной и Липшиц-непрерывной по x.
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6. Библиографические комментарии

Исследованию устойчивых и устойчивого типа процессов посвя-
щены много работ (см., например, [27, 28, 34, 45, 2, 46] и ссылки в
этих работах).

Метод меченых частиц хорошо известен в теории взаимодействия
(см., например, [14, 17, 41-43] и ссылки в них). Тем не менее, наш
подход к этому методу в сочетании с теорией бесконечномерных по-
лугрупп с параметрами управления, представляется новым.

Анализ чувствительности для кинетических уравнений начал раз-
рабатываться недавно, см. работы [26, 5, 40, 28, 29],в которых полу-
чены скорости сходимости в численных алгоритмах и теоретический
результат о сходимости в динамическом законе больших чисел и рас-
пространении хаоса. Важные (особенно в контексте настоящей ра-
боты) 1/N -оценки появляются в общем случае взаимодействующих
частиц в [27] для диффузии и в процессах устойчивого типа с ограни-
ченными коэффициентами. Затем эти оценки были распространены
на широкий класс взаимодействий с неограниченными скоростями в
[28]. Скорости сходимости активно изучаются в настоящее время, см.,
например, [11]и ссылки в ней. Алгоритмические подходы аппрокси-
мации частицами широко изучаются с различных точек зрения, см.,
например, [12, 13, 25] и ссылки в них.

Дискретные игры среднего поля были исследованы в [16], числен-
ные методы в [3, 37].

Концепция игр среднего поля находится на пересечении теории
среднего поля и нелинейного марковского управления, см., напри-
мер, [4, 10, 30], раздел 11.2 в монографии [28] и ссылки, приведенные
в них; работы с более прикладной направленностью [39, 15, 7-9] (с
приложениями к проблемам управления большими комплексами ро-
ботов и к теории транспортных потоков и сетей).
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MEAN FIELD GAMES BASED ON THE STABLE-LIKE
PROCESSES
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Marianna S. Troeva, North-Eastern Federal University, Cand.Sc.,
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Abstract : We investigate the mean field games of N agents based on
the nonlinear stable-like processes. The main result of the paper is in
the statement that any solution of the limiting mean field consistency
equation generates a 1/N -Nash equilibrium for the approximating game
of N agents.

Keywords : stable-like processes, kinetic equation, forward-backward sys-
tem, dynamic law of large numbers, rates of convergence, tagged particle,
ε-Nash equilibrium.


