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В статье изучаются свойства равновесий в многокритери-
альных позиционных играх n лиц с полной и неполной ин-
формацией. Доказано, что множество всех ситуаций равнове-
сия удовлетворяет свойству динамической устойчивости (со-
стоятельности во времени), однако не удовлетворяет свойству
динамической совместимости. Проведена аксиоматическая ха-
рактеризация абсолютного равновесия на классе многокрите-
риальных позиционных игр с полной информацией.
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1. Введение

Целью каждого игрока в многокритериальной игре (игре с век-
торными выигрышами) является максимизация нескольких критери-
ев (компонент своей векторной функции выигрыша). Понятие рав-
новесия в многокритериальной игре n лиц было введено Л. Шепли в
[17]. Здесь же было показано соответствие между множеством всех
равновесий в многокритериальной игре и множеством равновесий по
Нэшу в семействе вспомогательных игр со скалярной функцией вы-
игрыша каждого игрока (trade-off games).

В работе Г. Куна [6] были заложены основы теории игр в развер-
нутой форме (позиционных игр) с неполной информацией, в част-
ности, введено разложение позиционной игры в промежуточных по-
зициях (на подыгру и фактор-игру) и соответствующее разложение
чистых и смешанных стратегий игроков.

Важным свойством решений динамической ( с том числе позици-
онной) игры является свойство динамической устойчивости (состоя-
тельности во времени), введенное Л.А. Петросяном в [3]. Основные
результаты, связанные с исследованием свойств состоятельности во
времени и динамической совместимости [1, 7] различных решений
позиционных игр, представлены в [2].

Свойства равновесий в различных классах многокритериальных
игр исследовались, в частности, в работах [14, 15, 17, 18, 19, 4, 8].

Основной задачей настоящей работы является исследование
свойств множества абсолютных равновесий в многокритериальных
позиционных играх с полной и неполной информацией (в частности,
свойства динамической устойчивости), а также аксиоматическая ха-
рактеризация этого принципа оптимальности.

В разделе 2 приведены основные понятия и обозначения, исполь-
зуемые для анализа многокритериальных позиционных игр. В разде-
ле 3 установлено существование абсолютного равновесия (в чистых
стратегиях) в многокритериальной игре n лиц в развернутой форме
с полной информацией, а также предложен способ построения абсо-
лютных равновесий.

В разделе 4 доказана динамическая устойчивость (состоятель-
ность во времени) множества ситуаций равновесия в многокритери-
альных позиционных играх с полной и неполной информацией. В
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заключительном разделе 5 предложена одна аксиоматическая харак-
теризация абсолютного равновесия на классе конечных позиционных
игр с полной информацией (с использованием понятия редуцирован-
ной игры и свойств состоятельности CONS и обратной состоятельно-
сти COCONS решений).

2. Многокритериальные игры в развернутой форме с полной
информацией

Будем использовать далее следующие обозначения:

• Γ = {N, K, P, A, h} – конечная многокритериальная игра n лиц
(или игра с векторными выигрышами) в развернутой форме с
полной информацией;

• N = {1, . . . , n} – множество игроков в игре Γ;

• K – древовидный ориентированный граф (дерево) игры Γ с кор-
нем x0, состоящий из множества Z окончательных позиций и
множества X = K \ Z промежуточных позиций;

• x < y означает, что (единственный) путь от x0 до y проходит
через x, причем x 6= y;

• S(x) – множество всех «потомков» x или «альтернатив» пози-
ции x, т. е. множество позиций, следующих непосредственно за
x; S(x) = ∅ ∀ x ∈ Z. Все альтернативы y ∈ S(x) позиции x

перенумерованы по определенному правилу с помощью чисел
{1, 2, . . . , |S(x)|};

• S−1(x) – непосредственный «предшественник» позиции x, т. е.
x ∈ S (S−1(x)), S−1(x0) = ∅;

• Z(x) – множество {y ∈ Z | x < y}, т. е. множество окончатель-
ных позиций, достижимых из позиции x;

• ω = {x0, x1, x2, . . . , xl} – партия длины l, где

x0 < x1 < . . . < xl, xl ∈ Z,

xj−1 = S−1(xj), j = 1, . . . , l.
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• P – разбиение множества промежуточных позиций на множест-
ва очередности P1, P2, . . . , Pn, где Pi, i ∈ N – множество личных
позиций игрока i;

• A – альтернативное разбиение множества промежуточных по-
зиций на множества

Aj = {x ∈ K \ Z | |S(x)| = j};

• h = (h1, . . . , hn) – функция, заданная на множестве окончатель-
ных позиций Z, и ставящая в соответствие каждой окончатель-
ной позиции z ∈ Z набор векторов выигрышей игроков:

hi(z) ∈ Rr(i), i ∈ N. (2.1)

Чистая стратегия игрока i ∈ N есть функция, заданная на Pi и
ставящая в соответствие каждой позиции x ∈ Pi некоторую альтер-
нативу данной позиции. Множество всех чистых стратегий игрока i

в игре Γ обозначим через Φi, i ∈ N.

Набор чистых стратегий игроков (или ситуация) ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn)

однозначно определяет единственную партию ω = {x0, x1, . . . , xl} в
игре Γ, где ϕi(xk) = xk+1, если xk ∈ Pi, xl ∈ Z и, следовательно,
набор {hi(xl)}i∈N векторных выигрышей всех игроков.

С учетом взаимно-однозначного соответствия между множеством
партий ω в игре Γ и множеством окончательных позиций Z, далее
будем использовать следующее обозначение:

hi(ω) = hi(xl), где ω = {x0, x1, . . . , xl}, xl ∈ Z.

Векторную функцию, ставящую в соответствие каждой ситуации
ϕ в чистых стратегиях соответствующий вектор выигрышей игрока
i ∈ N обозначим Hi.

Hi :
n∏

j=1

Φj −→ Rr(i) . (2.2)

Отметим, что целью игрока i в многокритериальной игре Γ явля-
ется максимизация r(i) критериев (компонент своей векторной функ-
ции выигрыша Hi(ϕ) = (Hi|1(ϕ), . . . , Hi|r(i)(ϕ))).



Равновесия в многокритериальных позиционных играх 23

Обозначим класс конечных игр n лиц в развернутой форме с пол-
ной информацией с векторными выигрышами (2.2) через

MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)).

В игре с полной информацией каждой промежуточной позиции
x ∈ K\Z отвечает подыгра Γx = {Nx, Kx, P x, Ax, hx}, все элементы
которой определяются обычным образом [6, 2] как ограничения соот-
ветствующих элементов исходной игры Γ на множество позиций Kx

(дерево подыгры с начальной позицией x).
В частности,

hx
i (y) = hi(y) ∀y ∈ Z(x) ∀i ∈ N .

Обозначим через Φx
i множество всех чистых стратегий игрока

i ∈ N в подыгре. Любая ситуация ϕx ∈
n∏

j=1

Φx
i однозначно определяет

единственную партию ωx = {x, . . . , xm} в подыгре Γx, и, следователь-
но, набор векторов выигрыша игроков:

Hx
i :

n∏
j=1

Φx
j −→ Rr(i), i ∈ N .

Пусть x ∈ K\Z, x 6= x0. Фактор-игра ΓD = ΓD(ϕx) для каждой
ситуации ϕx подыгры Γx определяется обычным образом как игра
на дереве KD = {x} ∪K\Kx.

При этом {x}∪Z\Z(x) – множество окончательных позиций фактор-
игры, и

hD
i (x) = Hx

i (ϕx), i ∈ N.

Множество всех чистых стратегий игрока i ∈ N в фактор-игре

ΓD обозначим через ΦD
i . Любая ситуация ϕD ∈

n∏
j=1

ΦD
i определяет

единственную партию ωD = {x0, . . . , xk} в фактор-игре ΓD и, следо-
вательно, набор векторов выигрыша игроков:

HD
i :

n∏
j=1

ΦD
j −→ Rr(i), i ∈ N

Разложению игры Γ в позиции x на подыгру Γx и фактор-игру
ΓD отвечает естественное разложение стратегий. В частности, будем
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говорить, что чистая стратегия ϕi ∈ Φi разложена в позиции x на чи-
стые стратегии ϕx

i ∈ Φx
i и ϕD

i ∈ ΦD
i игрока i в Γx и ΓD соответственно,

если:

• ϕx
i есть ограничение ϕi на множество P x

i ;

• ϕD
i есть ограничение ϕi на множество PD

i личных позиций иг-
рока i в фактор-игре ΓD.

Заметим, что из чистых стратегий ϕx
i ∈ Φx

i и ϕD
i ∈ ΦD

i игрока
i ∈ N в подыгре и в фактор-игре Γ всегда можно составить чистую
стратегию этого игрока ϕi = (ϕD

i , ϕx
i ) ∈ Φi в основной игре ΓD, по-

скольку Pi есть объединение непересекающихся множеств P x
i и PD

i .

3. Абсолютное равновесие в многокритериальных играх

Пусть x и y – два вектора из Rt. Запись y > x означает, что
yi > xi для всех i = 1, . . . , t. Вектор x ∈ M ⊆ Rt называется слабо-
оптимальным по Парето (во множестве M), если
{y ∈ Rt | y > x} ∩M = ∅. Будем далее обозначать этот факт следу-
ющим образом: x ∈ WPO(M).

Пусть ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) = (ϕ̂i, ϕ̂−i) – ситуация в конечной игре
n лиц в развернутой форме с полной информацией и векторными
выигрышами Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)), а

Mi(Γ, ϕ̂−i) = {Hi(ϕi, ϕ̂−i), ϕi ∈ Φi} (3.1)

– множество всех векторов выигрыша, которые игрок i может полу-
чить при фиксированном наборе ϕ̂−i стратегий остальных игроков и
произвольном выборе собственной чистой стратегии ϕi.

Определение 3.1. Набор стратегий ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) называет-
ся (слабым) равновесием [17, 5, 8] (или равновесием Парето [19])
в многокритериальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)), если для
каждого игрока i ∈ N не существует стратегии ϕi ∈ Φi такой,
что:

Hi(ϕi, ϕ̂−i) > Hi(ϕ̂i, ϕ̂−i) . (3.2)

Множество всех равновесий в многокритериальной игре Γ обозна-
чим ME(Γ).
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Замечание 3.1. Условие (3.2) с учетом обозначения (3.1) можно за-
писать в следующем виде:

(ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) ∈ ME(Γ) ⇔ Hi(ϕ̂i, ϕ̂−i) ∈ WPO(Mi(Γ, ϕ̂−i)) ∀i ∈ N .

Определение 3.2. Ситуация ϕ̂ ∈ ME(Γ) называется ситуацией
абсолютного равновесия [16] в игре Γ, если усечение данной ситуа-
ции является равновесием в каждой подыгре Γx:

ϕ̂x ∈ ME(Γx) ∀x ∈ K\Z . (3.3)

Множество всех ситуаций абсолютного равновесия в игре Γ обо-
значим SPME(Γ).

Замечание 3.2. В частном случае r(i) = 1 для всех i ∈ N условие
(3.2) совпадает с определением равновесия по Нэшу [10, 11] в игре с
одним критерием у каждого игрока.

Важный результат, полученный для игр в развернутой форме (с
одним критерием у каждого игрока) в [6] с использованием теории
разложения игр и стратегий, заключается в том, что, имея равнове-
сие ϕx по Нэшу в подыгре Γx и равновесие ϕD по Нэшу в соответству-
ющей фактор-игре ΓD(ϕx), всегда можно «составить» равновесие по
Нэшу ϕ = {(ϕD

i , ϕx
i )}n

i=1 в основной игре Γ.
Данный результат справедлив не только в классе чистых страте-

гий игроков в играх с полной информацией, но и в классе смешанных
стратегий для игр в развернутой форме с неполной информацией
(см., напр., [6, 2]), а именно верна следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть игра Γ в развернутой форме (с одним критери-
ем у каждого игрока) разложена в позиции x, и ϕ̄x = (ϕ̄x

1 , . . . , ϕ̄
x
n) –

ситуация равновесия по Нэшу (в общем случае – в смешанных стра-
тегиях) в подыгре Γx, а ϕ̄D = (ϕ̄D

1 , . . . , ϕ̄D
n ) – ситуация равновесия

по Нэшу в соответствующей фактор-игре ΓD(ϕ̄x).

Если для каждого игрока i ∈ N стратегия ϕ̄i в игре Γ разлага-
ется на ϕ̄x

i и ϕ̄D
i в Γx и ΓD соответственно, то набор стратегий

ϕ̄ = (ϕ̄1, . . . , ϕ̄n) является равновесием по Нэшу в исходной игре.

Следующий пример демонстрирует, что аналогичный результат
для равновесия ME в многокритериальных играх не имеет места.
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Пример 3.1. Рассмотрим многокритериальную игру с полной инфор-
мацией Γ = (2, K, r(1) = 2, r(2) = 2) с деревом K, представленным на
рис. 1.
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Рисунок 1. Многокритериальная игра двух лиц

Здесь P1 = {x0, x}, P2 = {y, ȳ}, векторные выигрыши первого и
второго игроков записаны рядом с каждой окончательной позицией.

Стратегии игроков ϕy
1(x) = П (выбор правой альтернативы в по-

зиции x) и ϕy
2(y) = Л образует равновесие в подыгре Γy:

ϕy = (ϕy
1, ϕ

y
2) ∈ ME(Γy).

В соответствующей фактор-игре ΓD(ϕy) позиция y является окон-

чательной и доставляет игрокам векторные выигрыши
5 1
1 0

.

Стратегии игроков ϕD
1 (x0) = П и ϕD

2 (ȳ) = Л образуют равновесие
в фактор-игре ΓD(ϕy) :

ϕD = (ϕD
1 , ϕD

2 ) ∈ ME(ΓD(ϕy)),

при этом HD
1 (ϕD) =

(
3

3

)
.

Однако, «составная» ситуация ϕ = (ϕ1, ϕ2), где ϕi = (ϕD
i , ϕx

i ),
i = 1, 2 не удовлетворяет условию равновесия (3.2), поскольку

H1(ϕ1, ϕ2) /∈ WPO(M1(Γ, ϕ2)).
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Действительно, пусть ψ1(x0) = Л, ψ1(x) = Л. Тогда

H(ψ1, ϕ2) =

(
4

4

)
> H(ϕ1, ϕ2) =

(
3

3

)
.

Отмеченное в примере 3.1 обстоятельство не позволяет напрямую
использовать известный метод «обратной индукции» (см., напр., [2])
для доказательства существования абсолютного равновесия, а так-
же для построения всего множества абсолютных равновесий (3.3) в
многокритериальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)).

Вместе с тем, известные способы (см., напр., [16, 5, 19, 20, 8]) «пе-
рехода» от многокритериальных игр к играм с одним критерием у
каждого игрока и связь между равновесиями в соответствующих иг-
рах позволяет установить существование абсолютного равновесия в
многокритериальной игре, а также и предположить способ построе-
ния всех абсолютных равновесий.

Предположим, например, что каждый игрок i ∈ N в многокри-
териальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)) выбирает в качестве
«главного» критерия первую компоненту своей векторной функции
выигрыша. Соответствующую игру (на исходном дереве K и с теми
же множествами чистых стратегий игроков), но с новой скалярной
функцией выигрыша каждого игрока

HT
i (ϕ) = Hi|1(ϕ) ∀i ∈ N ∀(ϕ1, . . . , ϕn) ∈

n∏
j=1

Φj, (3.4)

обозначим ΓT . Отметим, что игра ΓT является классической игрой n

лиц в развернутой форме с полной информацией (с одним критерием
у каждого игрока). Класс всех таких игр обозначим GP (n,K).

Лемма 3.1. Пусть ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) – равновесие по Нэшу (в чистых
стратегиях) в игре ΓT с функциями выигрыша (3.4), отвечающей
многокритериальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)). Тогда

ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) ∈ ME(Γ).

Доказательство. По условию для каждого игрока i ∈ N и любой
его стратегии ϕi ∈ Φi выполнено неравенство

Hi|1(ϕi, ϕ̂−i) ≤ Hi|1(ϕ̂i, ϕ̂−i),
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то есть
Hi|1(ϕ̂i, ϕ̂−i) = max

ϕi∈Φi

Hi|1(ϕi, ϕ̂−i).

Следовательно, не существует такой стратегии ϕi ∈ Φi, что вы-
полнено строгое векторное неравенство

Hi(ϕi, ϕ̂−i) > Hi(ϕ̂i, ϕ̂−i).

Сравнив это неравенство с условием (3.3), приходим к выводу, что
ϕ̂ ∈ ME(Γ).

Лемма 3.2. Если ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n) – ситуация абсолютного равно-
весия в игре ΓT с функциями выигрыша (3.4), то

ϕ̂ ∈ SPME(Γ).

Известный результат о существовании абсолютного равновесия в
любой конечной игре n лиц в развернутой форме с полной информа-
цией со скалярной функцией выигрыша каждого игрока (см., напр.,
[2]), а также утверждения лемм 3.1 и 3.2 позволяют сформулировать
следующую теорему.

Теорема 3.2. В любой конечной многокритериальной игре n лиц в
развернутой форме с полной информацией Γ ∈
∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)) существует ситуация абсолютного рав-
новесия ϕ̂ ∈ SPME(Γ) в чистых стратегиях.

Замечание 3.3. Из теоремы 3.2, в частности, следует, что в любой
игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)) множество ME(Γ) ситуаций рав-
новесия в чистых стратегиях непусто.

Напомним, что любой вектор

λ(i) ∈ Λr(i) = {λ ∈ Rr(i)|λj ≥ 0, λ1 + . . . + λr(i) = 1}

определяет набор весовых коэффициентов λ1(i), . . . , λr(i)(i), участву-
ющих в свертке [17, 5, 19, 8] векторного критерия игрока i:

Hλ
i (ϕ) =

r(i)∑
j=1

λj(i) ·Hi|j(ϕ). (3.5)
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Выбрав вектора λ(i) для всех игроков i ∈ N, исходной многокри-
териальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)) можно поставить в
соответствие игру n лиц в развернутой форме с полной информаци-
ей Γλ со скалярной функцией выигрыша (3.5) каждого игрока i ∈ N .
Обозначим через NE(Γλ) множество всех равновесий по Нэшу в игре
Γλ.

В работе [17] показано, что множество всех равновесий в мно-
гокритериальной игре Γ совпадает со множеством всех равновесий
по Нэшу в соответствующих играх Γλ, полученных при использо-
вании произвольных допустимых наборов весовых коэффициентов
λ(i), i ∈ N.

ME(Γ) = {ϕ̂ ∈ NE(Γλ)|λ = (λ(1), . . . , λ(n)) ∈
n∏

i=1

Λr(i)}.

Используя данное соответствие, а также леммы 3.1, 3.2 и метод
«обратной индукции» можно предложить следующий метод постро-
ения абсолютных равновесий в многокритериальной игре

Γ ∈ MGP (n,K, (r(1), . . . , r(n))) :

1) Выбрать наборы весовых коэффициентов λ(i) ∈ Λr(i) для каждого
игрока i ∈ N.

2) В игре Γλ со скалярными функциями выигрыша (3.5) используя
метод «обратной индукции» [2], построить все абсолютные равнове-
сия ϕ̂ = (ϕ̂1, . . . , ϕ̂n). Каждая из найденных ситуаций ϕ̂ будет являтся
ситуацией абсолютного равновесия в исходной многокритериальной
игре Γ, т. е. ϕ̂ ∈ ME(Γ).

Продемонстрируем возможность применения предложенного ме-
тода построения абсолютных равновесий в многокритериальной игре
Γ из примера 3.1.

Если для свертки (3.5) векторных критериев игроков использо-
вать векторы коэффициентов λ(1) = (0, 8; 0, 2) и λ(2) = (0, 3; 0, 7),
то результатом применения метода «обратной индукции» в игре Γλ

станет ситуация ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ SPME(Γ):

ϕ1(x0) = Л; ϕ1(x) = П; ϕ2(y) = П; ϕ2(ȳ) = П.
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Соответствующий этому абсолютному равновесию набор выигры-
шей игроков:

H1(ϕ) = (2; 5), H2(ϕ) = (0; 4).

Набор весовых коэффициентов λ(1) = (0, 8; 0, 2) и λ(2) = (0, 8; 0, 2)

порождает абсолютное равновесие ψ = (ψ1, ψ2) ∈ SPME(Γ) :

ψ1(x0) = Л; ψ1(x) = П; ψ2(y) = Л; ψ2(ȳ) = Л;

H1(ψ) = (5; 1); H2(ψ) = (2; 2),

а набор λ(1) = (0, 3; 0, 7) и λ(2) = (0, 8; 0, 2) приводит к ситуации
η = (η1, η2) ∈ SPME(Γ) :

η1(x0) = Л; η1(x) = Л; η2(y) = Л; η2(ȳ) = Л

с векторами выигрышей H1(η) = (4; 4) и H2(η) = (3; 1).

4. Динамическая устойчивость равновесий в играх с полной
и неполной информацией

Пусть ситуация ϕ̂ ∈ ME(Γ) порождает партию (траекторию) ω в
многокритериальной игре Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)), G(ϕ̂) – мно-
жество возможных подыгр с начальными позициями на оптимальной
траектории ω.

Определение 4.1. Множество ME(Γ) (принцип оптимальности
ME) называют динамически устойчивым (состоятельным во вре-
мени) [3, 2], если для любой ситуации ϕ̂ ∈ ME(Γ) в каждой подыгре
Γx ∈ G(ϕ̂) выполнено условие ϕ̂x ∈ ME(Γx).

Теорема 4.1. Множество ME(Γ) ситуаций равновесия в чистых
стратегиях в многокритериальной игре n лиц в развернутой форме
с полной информацией Γ ∈ MGP (n,K, r(1), . . . , r(n)) является дина-
мически устойчивым.

Доказательство. Пусть ситуация ϕ̂ ∈ ME(Γ), то есть выполнено
условие (3.2). Предположим, что ϕ̂x /∈ ME(Γ) в некоторой подыгре
Γx ∈ G(ϕ̂). Тогда для некоторого игрока i ∈ N найдется стратегия
ϕx

i ∈ Φx
i такая, что выполняется векторное неравенство

Hx
i (ϕx

i , ϕ̂
x
−i) > Hx

i (ϕ̂x) = Hi(ϕ̂).
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Но

Hx
i (ϕx

i , ϕ̂
x
−i) = Hi(ψi, ϕ̂−i), где ψi = (ϕ̂D

i , ϕx
i ) ∈ Φi.

Следовательно, для некоторой стратегии ψi игрока i ∈ N в исход-
ной игре Γ выполнено векторное неравенство

Hi(ψi, ϕ̂−i) > Hi(ϕ̂i, ϕ̂−i) ,

что противоречит условию (3.2).
Следовательно, множество ME(Γ) в чистых стратегиях удовле-

творяет свойству динамической устойчивости в многокритериальных
играх с полной информацией.

Далее рассмотрим класс MG(n,K, r(1), . . . , r(n)) конечных игр
Γ = {N,K,P,A, U, h} n лиц в развернутой форме с неполной ин-
формацией, формализованных в [6, 2], но с векторными выигрыша-
ми (2.1). Здесь через U обозначено информационное разбиение мно-
жества всех промежуточных позиций (см., напр., [2]). Через p(ω, µ)

будем обозначать вероятность реализации партии (траектории) ω в
ситуации µ (в смешанных стратегиях) в игре Γ.

Множество позиций игры Γ, следующих за некоторой фиксиро-
ванной позицией x, определяет подыгру Γx на подграфе Kx, если
каждое информационное множество Ω игры Γ либо содержится в
Kx, либо не пересекается с Kx. Разложению игры Γ с неполной ин-
формацией в позиции x на подыгру Γx и фактор-игру ΓD отвечает
естественное разложение смешанных стратегий (см. [6, 2]). При этом,
в частности, выполнена следующая лемма.

Лемма 4.1. [6]. Любая пара µx
i и µD

i смешанных стратегий игро-
ка i в Γx и ΓD может быть получена как результат разложения
некоторой стратегии µi в Γ. Кроме того, для любой траектории ω

в Γ, содержащей позицию x, справедливо

p(ω, µ) = p(ω̄x, µ
D) · p(ωx, µx), (4.1)

где µD = (µD
1 , . . . , µD

n ) – ситуация в ΓD, µx = (µx
1 , . . . , µ

x
n) – ситуа-

ция в подыгре Γx, ω = {x0, . . . , x, . . . , xl}, xl ∈ Z – траектория в Γ,
ω̄x = {x0, . . . , x} – траектория в ΓD, ωx = {x, . . . , xl} – траектория
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в Γx, p(ω̄x, µ
D) = p(x, µD) – вероятность реализации позиции x в

ситуации µD фактор-игры ΓD.

Отметим, что каждая ситуация µ в смешанных стратегиях в игре
Γ ∈ MG(n,K, r(1), . . . , r(n)) в общем случае порождает целое семей-
ство траекторий, реализующихся с положительной вероятностью в
ситуации µ.

Известно, (см., напр., [4]), что множество ситуаций абсолютного
равновесия SPME(Γ) в смешанных стратегиях в многокритериаль-
ных играх с неполной информацией непусто.

Кроме того, отметим, что приведенный в разделе 3 метод постро-
ения абсолютных равновесий в многокритериальной игре остается
справедливым и для класса игр MG(n,K, r(1), . . . , r(n)) с неполной
информацией.

Пусть ситуация µ̂ в смешанных стратегиях является равновесием
в игре Γ ∈ MG(n,K, r(1), . . . , r(n)), а G(µ̂) – множество всех воз-
можных подыгр с начальными позициями на условно-оптимальных
траекториях ωn, порожденных ситуацией µ̂.

Теорема 4.2. Множество ME(Γ) ситуаций равновесия в смешан-
ных стратегиях в многокритериальной игре n лиц в развернутой
форме с неполной информацией Γ ∈ MG(n,K, r(1), . . . , r(n)) явля-
ется динамически устойчивым.

Доказательство. Если µ̂ ∈ ME(Γ), то для любого игрока i ∈ N не
существует смешанной стратегии µi такой, что

Hi(µi, µ̂−i) > Hi(µ̂i, µ̂−i). (4.2)

Пусть Γx ∈ G(µ̂), то есть x – промежуточная позиция, лежа-
щая на некоторой условно-оптимальной траектории ωn, x 6= x0, и
в позиции x можно (с учетом информационного разбиения) обра-
зовать подыгру. Отметим, что все множество условно-оптимальных
траекторий {ωn}, порожденных ситуацией µ̂, может быть разбито на
два непересекающихся подмножества: {ηm} = {ω|x ∈ ω} и {χk} =

= {ω|ω не содержит x}. При этом

Hi(µ̂) =
∑
m

p(ηm, µ̂) · hi(ηm) +
∑

k

p(χk, µ̂) · hi(χk) . (4.3)
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Пусть µ̂D = (µ̂D
1 , . . . , µ̂D

n ) – элемент разложения ситуации µ, отве-
чающий фактор-игре ΓD = ΓD(µ̂x), а

p(η̄x, µ̂
D) = p(x, µ̂D) = p(x, µ̂)

– вероятность реализации позиции x (и траектории η̄x = {x0, . . . , x})
в ситуации µ̂D фактор-игры.

Предположим, что в подыгре Γx нарушено условие динамической
устойчивости, то есть µ̂x /∈ ME(Γx). Тогда для некоторого игрока
i ∈ N в подыгре Γx существует смешанная стратегия µx

i такая, что

Hx
i (µx

i , µ̂
x
−i) > Hx

i (µ̂x
i , µ̂

x
−i) . (4.4)

Пусть ситуация (µx
i , µ̂

x
−i) порождает в подыгре Γx семейство тра-

екторий {ξx
α}, реализующихся с положительными вероятностями

p(ξx
α, (µx

i , µ̂
x
−i)). Тогда векторное неравенство (4.4) примет вид

∑
α

p(ξx
α, (µx

i , µ̂
x
−i)) · hx

i (ξ
x
α) >

∑
m

p(ηx
m, µ̂x) · hx

i (η
x
m) . (4.5)

С учетом леммы 4.1, пара стратегий µx
i и µ̂D

i в Γx и в ΓD может
быть получена как результат разложения некоторой стратегии βi =

= (µ̂D
i , µx

i ) в исходной игре Γ. Кроме того

Hi(βi, µ̂−i) =
∑
α

p(η̄x, µ̂D) · p(ξx
α, (µx

i , µ̂x
−i)) · hx

i (ξx
α) +

∑

k

p(χk, µ̂) · hi(χk) .

(4.6)
Домножим обе части (4.5) на положительную величину p(η̄x, µ̂

D) и
прибавим к обеим частям полученного векторного неравенства∑
k

p(χk, µ̂) · hi(χk).

С учетом (4.1), (4.6) и (4.3) получим

Hi(βi, µ̂−i) > Hi(µ̂i, µ̂−i).

Последнее векторное неравенство противоречит (4.2).
Следовательно, множество ME(Γ) в смешанных стратегиях удо-

влетворяет свойству динамической устойчивости в многокритериаль-
ных играх с неполной информацией.
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Отметим, что, как следует из примера 3.1, множество равновесий
не удовлетворяет свойству динамической совместимости [1, 7, 2] в
многокритериальных позиционных играх (с полной и неполной ин-
формацией).

5. Аксиоматическая характеризация MSPE

Проведем аксиоматическую характеризацию абсолютного равно-
весия в многокритериальных играх, используя подход, предложен-
ный в [13,14].

Пусть Γ = {N, K, P, A, p, h} – конечная многокритериальная игра
n лиц в развернутой форме с полной информацией, отличающаяся от
игры, формализованной в п. 2 наличием множества позиций случая
P0 ⊂ P , причем p(x), x ∈ P0 определяет вероятностное распределе-
ние на множестве S(x) всех альтернатив y позиции случая x:

p(x, y) ≥ 0 ∀ y ∈ S(x),
∑

y∈S(x)

p(x, y) = 1 .

Замечание 5.1. Всюду далее мы допускаем возможность p(x, y) = 0

для некоторых позиций случая y ∈ S(x), x ∈ P0, следуя [9].

Кроме того, во всех позициях y ∈ Pi, i ∈ N, y > x, следующих за
позицией случая x ∈ P0, каждый игрок i обладает полной информа-
цией о реализации случайного хода в позиции x.

Обозначим класс конечных многокритериальных позиционных игр
с полной информацией (с наличием позиций случая) через MGP

0 .
Пусть Bi – множество стратегий поведения [6] игрока i в игре

Γ = {N, K, P, A, p, h} ⊂ MGP
0 , bi ∈ Bi, bi(x) – вероятностное распре-

деление на множестве S(x), x ∈ Pi, соответствующее стратегии bi.
Для каждой собственной коалиции S ⊂ N, S 6= ∅, N и ситуа-

ции b = (b1, . . . , bn) ∈ ∏
i∈N

Bi определим редуцированную игру ΓS,b =

= (S, K, P , A, p, h) следующим образом (см. [14]):

• позиции x ∈ Pi, i ∈ N\S добавим к позициям случая исходной
игры Γ :

P 0 =
(∪i∈N\SPi

) ∪ P0;

• вероятностное распределение p̄(x) на множестве альтернатив
S(x) для каждой «новой» позиции случая определим по прави-
лу p̄(x) = bi(x), x ∈ P 0\P0;
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• h̄(z), z ∈ Z – ограничение исходного набора векторных функций
выигрыша на множество игроков i ∈ S.

Отметим, что класс игр MGP
o является замкнутым относитель-

но операции образования редуцированных игр, т.е. из условий Γ =

= {N,K,P, A, p, h} ∈ MGP
o , S ⊂ N, S 6= ∅, N и b ∈ ∏

i∈N

bi следует, что

ΓS,b ∈ MGP
o .

Решение (принцип оптимальности) θ, определенное на классе игр
MGP

0 , ставит в соответствие каждой игре Γ ∈ MGP
0 некоторое под-

множество θ(Γ) ⊂ ∏
i∈N

Bi.

Для каждой игры Γ ⊂ MGP
0 с числом игроков |N | ≥ 2 введем

обозначение

θ̃(Γ) = {b ∈
∏
i∈N

B|bS ∈ θ(ΓS,b) ∀ S ⊂ N,S 6= ∅, N}. (5.1)

Ситуации из множества θ̃ в исходной игре Γ обладают тем свой-
ством, что их ограничения в каждой собственной редуцированной
игре удовлетворяют принципу оптимальности θ в соответствующей
редуцированной игре.

Определение 5.1. Решение θ, заданное на замкнутом классе пози-
ционных многокритериальных игр MGP

o , удовлетворяет свойству
состоятельности (CONS), если для каждой игры Γ ⊂ MGP

0 с чис-
лом игроков |N | ≥ 2, каждой собственной коалиции S ⊂ N ,
S 6= ∅, N , и каждой оптимальной ситуации b = (b1, . . . , bn) ∈ θ(Γ)

выполняется условие
bS ∈ θ

(
ΓS,b

)
. (5.2)

Отметим, что с учетом обозначения (5.1) условие (5.2) можно за-
писать в виде: θ(G) ⊂ θ̃(G).

Определение 5.2. Решение θ, заданное на замкнутом классе игр
MGP

0 , удовлетворяет свойству обратной состоятельности
(COCONS), если для каждой игры Γ ∈ MGP

o , |N | ≥ 2 выполнено
условие

θ̃(G) ⊂ θ(G).
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Определение 5.3. Решение θ, заданное на MGP
0 , удовлетворяет

свойству COCONS0, если для каждой игры Γ ∈ MGP
0 , |N | ≥ 2 и

каждой ситуации b ∈ ∏
i∈N

bi справедливо

[∪{
S ⊂ N |S 6= ∅ и bS ∈ θ(ΓS,b)

}
= N

] ⇒ b ∈ θ(Γ). (5.3)

Определение 5.4. Решение θ, заданное на MGP
0 , удовлетворяет

свойству совершенной рациональности в играх с одним игроком
(POPR), если для каждой игры Γ = ({i}, K, P, A, p, h) ⊂ MGP

0 с од-
ним игроком

θ(Γ) = {bi ∈ Bi|bi − ситуация абсолютного равновесия в Γ}.

Лемма 5.1. Равновесие ME в стратегиях поведения удовлетворяет
свойству COCONS0 на классе игр MGP

0 .

Доказательство. Рассмотрим для наглядности случай, когда набор
коалиций в (5.3) состоит из двух непустых коалиций S1 и S2, S1∪S2 =

= N , таких, что

bS1 ∈ ME(ΓS1,b), bS2 ∈ ME(ΓS2,b).

Используя определение 3.1 равновесия и определение редуциро-
ванной игры, эти условия можно записать в виде:

∀i ∈ S1 @ b′i ∈ Bi : Hi(b
′
i, b−i) > Hi(bi, b−i),

∀i ∈ S2 @ b′i ∈ Bi : Hi(b
′
i, b−i) > Hi(bi, b−i).

Объединение этих двух условий приводит к заключению, что b ∈
∈ ME(Γ).

Теорема 5.1. Решение θ, заданное на замкнутом классе многокри-
териальных игр MGP

0 в развернутой формой с полной информаци-
ей (с наличием позиций случая), удовлетворяет свойствам POPR,
CONS и COCONS тогда и только тогда, когда θ = SPME.

Доказательство. Очевидно, что абсолютное равновесие SPME удо-
влетворяет свойству POPR. Кроме того, используемое определение
редуцированной игры ΓS,b обеспечивает выполнение свойства CONS.
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Проверим, что SPME удовлетворяет свойству COCONS на MGP
0 .

Пусть Γ = (N, K, P, A, p, h) ⊂ MGP
0 , |N | ≥ 2, и b = (b1, . . . , bn) ∈

∈ S̃PME(G), т.е. для каждой собственной коалиции S ⊂ N, S 6= ∅, N

выполнено условие:
bS ∈ SPME(ΓS,b).

В частности, bi ∈ SPME(Γ{i},b)) для всех i ∈ N.

Пусть Γ∗ – некоторая подыгра игры Γ, b∗i – ограничение страте-
гии bi, i ∈ N , отвечающее подыгре Γ∗. Отметим, что для всех i ∈ N

редуцированная игра Γ
{i},b∗
∗ подыгры Γ∗ является подыгрой редуци-

рованной игры Γ{i},b исходной игры Γ. Следовательно, b∗i является
равновесием в игре Γ{i},b

∗ :

b∗i ∈ ME(Γ{i},b
∗
), i ∈ N. (5.4)

Используя свойство COCONS0 равновесия (лемма 5.1.) и (5.4),
получим, что

b∗ = (b∗1, . . . , b
∗
n) ∈ ME(Γ∗).

Следовательно, b = (b1, . . . , bn) ∈ SPME(Γ), и абсолютное равно-
весие SPME удовлетворяет свойству COCONS.

Предположим далее, что решение θ удовлетворяет свойствам POPR,
CONS и COCONS на классе MGP

0 многокритериальных позиционных
игр с полной информацией (с наличием позиций случая).

Докажем, что θ = SPME индукцией по числу игроков |N | в игре
Γ = (N, K, P, A, p, h) ∈ MGP

0 . Если |N | = 1, θ(Γ) = SPME(Γ) по
свойству POPR.

Предположим, что θ(Γ) = SPME(Γ) в каждой игре Γ ⊂ MGP
0

с числом игроков |N | = k ≤ n и рассмотрим игру Γ с n игроками,
n ≥ 2.

С учетом индуктивного предположения θ̃(Γ) = S̃PME(Γ). По-
скольку решения θ и SPME удовлетворяют свойствам CONS и
COCONS, справедлива следующая цепочка равенств:

θ(Γ) = θ̃(Γ) = S̃PME(Γ) = SPME(Γ).
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Abstract : The paper considers Pareto equilibria properties in multicriteria
extensive n-person games (with perfect or incomplete information). It
is proved that the set of all equilibriums satisfies time consistency but
does not satisfy the dynamical compatibility property. The axiomatic
characterization of subgame perfect equilibrium in multicriteria extensive
games with perfect information is derived.
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