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1. Введение

Задачи преследования-убегания на быстродействие и качество с
полной и неполной информацией в различных постановках рассмот-
рены в монографии [5]. Задачи уклонения одного убегающего, обла-
дающего большей маневренностью, от группы преследователей при
дискриминации последних рассмотрены в работах [6,7]. При условии
дискриминации убегающего были представлены [3,8] задачи группо-
вого преследования разнотипными объектами одного убегающего.

В предлагаемой работе рассматривается задача преследования
группы безынерционных убегающих группой инерционных пресле-
дователей. Предполагается, что все убегающие используют одина-
ковое (жестко скоординированное) управление, которое формирует-
ся в каждый момент времени с учетом текущих позиций участни-
ков и фазового ограничения на траектории убегающих. Построено
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кусочно-постоянное управление, обеспечивающее уклонение от груп-
пы преследователей всех убегающих. Данная работа продолжает ис-
следования [1,2].

2. Постановка задачи

В пространстве Rk (k > 2) рассматривается дифференциальная
игра Γ n + m лиц: n преследователей P1, P2, . . . , Pn и m убегающих
E1, E2, . . . , Em с законами движения и начальными условиями

Pi : ẍi + fi(ẋi, xi, t) = ui, |ui| 6 αi, xi(t0) = X0
i , ẋi(t0) = X1

i ,

Ej : ẏj = v, |v| 6 γ, yj(t0) = Y 0
j ,

причем X0
i 6= Y 0

j для всех i и j.

(2.1)

Здесь и далее, если не оговорено специально, xi, yj ∈ Rk, αi > 0,

γ > 0, i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, j ∈ J = {1, 2, . . . , m}.
Обозначим через D(o, ρ) шар радиуса ρ с центром в точке o. До-

полнительно предполагается, что убегающий Ej не покидает пределы
шара D(Y 0

j , r0), где r0 > 0.

Определение 2.1. Управления ui(t) преследователей Pi и v(t) убе-
гающих Ej из класса измеримых по Лебегу функций, удовлетворя-
ющие указанным в (2.1) ограничениям, называются допустимыми.

Участники игры используют позиционные стратегии, а решение
системы (2.1) понимается в смысле Н.Н. Красовского [4], при этом
функции fi(ẋi, xi, t) удовлетворяют «стандартным» условиям суще-
ствования, единственности и продолжимости решения на любой от-
резок при всех допустимых управлениях преследователей. Кроме то-
го, имеет место

Предположение 2.1. Существует постоянная βi > 0 такая, что

|fi(a, b, t)| 6 βi для всех a, b ∈ Rk, t > t0, i.

Отметим, что игра Γ при fi ≡ 0 рассматривалась в [1,7].
Для упрощения выкладок, считаем, что имеет место неравенство

αi + βi 6 1 для всех i (2.2)

(выполнение (2.2) при выполненном предположении 2.1 достигается
соответствующей заменой переменных).
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Определение 2.2. В игре Γ происходит уклонение от встречи, ес-
ли для любых допустимых управлений ui(t) найдется допустимое
позиционное управление

v(t) = v (t, xi(t), ẋi(t), yj(t))

такое, что xi(t) 6= yj(t) и yj(t) ∈ D(Y 0
j , r0) для всех t ∈ [t0,∞), i, j.

Отметим, что действия убегающих можно трактовать следующим
образом: имеется центр, который в каждый момент времени t > t0 по
величинам {xi(t), ẋi(t), yj(t)} для всех убегающих Ej выбирает одно
и тоже управление v(t).

3. Уклонение в конусе

В этом разделе, в отличие от определения 2.2, предположим, что
каждый убегающий Ej не покидает пределы конуса

Cj =
{
z ∈ Rk : 〈z − zj, e〉 = 0, |z − zj| 6 a tg θ, zj = Y 0

j + ae, a > 0
}
,

где e – единичный вектор пространства Rk, θ ∈ (0, π/2).

Определение 3.1. В игре Γ происходит уклонение в конусе, ес-
ли для любых допустимых управлений ui(t) найдется допустимое
управление

v(t) = v (t, xi(t), ẋi(t), yj(t))

такое, что xi(t) 6= yj(t) и yj(t) ∈ Cj для всех t ∈ [t0,∞), i, j.

3.1. Случай m = 1

Построим допустимое управление v(t), обеспечивающее уклоне-
ние в конусе из любых начальных позиций в задаче с одним убегаю-
щим E1.

Из возможности уклонения в конусе для k = 2, т.е. на плоскости,
следует возможность уклонения в конусе и при k > 2. Действительно,
если k > 2, тогда выберем произвольную плоскость Π, включающую
в себя вектор Y 0

1 + e такую, что ни для какой начальной позиции
X0

i ее проекция на плоскость Π не совпадает с начальной позицией
Y 0

1 . Такая плоскость найдется в силу конечности числа преследова-
телей n. Если задача уклонения в конусе от проекций разрешима, то
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тем самым разрешима и исходная задача. Далее в этом подпункте
считаем k = 2.

Выбираем единичный вектор ẽ перпендикулярный e против часо-
вой стрелки. По e, ẽ как по орт-векторам получаем декартову систему
координат. В выбранной системе координат введем обозначения:

xi(t) =

(
x1

i (t)

x2
i (t)

)
, ẋi(t) =

(
ẋ1

i (t)

ẋ2
i (t)

)
, ui(t) =

(
u1

i (t)

u2
i (t)

)
,

y1(t) =

(
y1

1(t)

y2
1(t)

)
, v(t) =

(
v1(t)

v2(t)

)
.

Для всех t ∈ [t0,∞) и α = 1, 2 определим функции

lα(t) = lα(t, yα
1 (t), xα

i (t)) – количество β ∈ I : xα
β(t) < yα

1 (t),

qα(t) = qα(t, yα
1 (t), xα

i (t)) – количество β ∈ I : xα
β(t) = yα

1 (t).

Зафиксируем δ2 = 0 и ρ1, ρ2, δ1 положительные константы, что
√

(δ1 + 2ρ1n)2 + (2ρ2n)2 6 γ, 2ρ2n/δ1 6 tg θ, (3.1)

например,

δ1 = γ/
√

4 + tg2 θ, ρ1 = δ1/(2n), ρ2 = δ1 tg θ/(2n),

при этом ρ1, ρ2, δ1 положительны и условие (3.1) выполнено.

Лемма 3.1. [7, лемма 1] Для любых c > 0, r > 1 и d, b1, . . . , br ∈ R1

max
a∈Ω

min
{|a− b1|, . . . , |a− br|

}
> c, где Ω = {d + 2cs, s = 0, 1, . . . , r}.

Для каждого τ ∈ [t0,∞) : qα(τ) > 1 определим множество

Ωα(τ) =
{
δα + 2ραlα(τ) + 2ραs, s = 0, 1, . . . , qα(τ)

}

и величину ωα(τ) ∈ Ωα(τ) такую, что

min
{|ωα(τ)− ẋα

β1
(τ)|, . . . , |ωα(τ)− ẋα

βqα(τ)
(τ)|}=

= max
g(τ)∈Ωα(τ)

min
{|g(τ)− ẋα

β1
(τ)|, . . . , |g(τ)− ẋα

βqα(τ)
(τ)|}> ρα,

(3.2)

здесь xα
βs

(τ) = yα
1 (τ), βs ∈ I, s = 1, 2, . . . , qα(τ).
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Неравенство в (3.2) следует из леммы 3.1, если в ней положить

c = ρα, d = δα + 2ραlα(τ), r = qα(τ), bs = ẋα
βs

(τ), s = 1, 2, . . . , qα(τ).

Для определенности: если существует несколько значений ωα(τ), то
возьмем максимальное из них.

Таким образом, для каждого τ ∈ [t0,∞) : qα(τ) > 1 величина
ωα(τ) определена однозначно и

ωα(τ) ∈ Ωα
∗ =

{
δα + 2ραs, s = 0, 1, . . . , n}. (3.3)

Лемма 3.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда для любых
t > t0 и T > 0 область достижимости преследователя Pi в момент
t + T включена в множество

D

(
xi(t) + ẋi(t)T,

T 2

2

)
.

Доказательство. Из предположения 2.1, (2.1) и (2.2) следует, что
для почти всех s ∈ [t, t + T ]

|ẍi(s)| 6 |ui(s)|+ |fi(ẋi(s), xi(s), s)| 6 αi + βi 6 1.

Интегрируя это неравенство на интервале [t, t+T ] получим справед-
ливость утверждения леммы.

Для каждого t ∈ [t0,∞) определим функции Tα
i (t) > 0 как время,

в течение которого не могут совпасть α координаты Pi и E1, т.е.

xα
i (s) 6= yα

1 (s) для всех s ∈ [t, t + T α
i (t))

при условии, что E1 использует управление

ṽα(s) = vα(t) для всех s ∈ [t,∞].

При этом возможны три случая:
1) yα

1 (t) < xα
i (t). Из (2.1) и леммы 3.2, получим, что

T α
i (t) =

√
2(xα

i (t)− yα
1 (t)) + (vα(t)− ẋα

i (t))2 − (vα(t)− ẋα
i (t));

2) yα
1 (t) > xα

i (t). Тогда

T α
i (t) =

√
2(yα

1 (t)− xα
i (t)) + (vα(t)− ẋα

i (t))2 + (vα(t)− ẋα
i (t));
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3) xα
i (t) = yα

1 (t). Положим T α
i (t) = 0.

Таким образом, для всех t ∈ [t0,∞)

T α
i (t) =

√
2
∣∣yα

1 (t)− xα
i (t)

∣∣+(vα(t)− ẋα
i (t))2+

+(vα(t)− ẋα
i (t))sign(yα

1 (t)− xα
i (t)).

(3.4)

Пусть
T α(t) = min

{
T α

1 (t), T α
2 (t), . . . , T α

n (t)
}
. (3.5)

Для всех t ∈ [t0,∞) определим функции

Kα
i (t)=





1, если xα
i (t) + ẋα

i (t)Tα
i (t) + (T α

i (t))2/2 6
6 yα

1 (t) + (vα(t) + ρα/8)Tα
i (t) и yα

1 (t) < xα
i (t),

−1, если xα
i (t) + ẋα

i (t)Tα
i (t)− (Tα

i (t))2/2 >
> yα

1 (t) + (vα(t)− ρα/8)Tα
i (t) и yα

1 (t) > xα
i (t),

0, в противном случае.

(3.6)

Лемма 3.3. [7, лемма 3] Пусть выполнено предположение 2.1 и
убегающий E1 использует произвольное постоянное управление vc.
Тогда для любого допустимого управления ui(t) преследователя Pi

справедливы следующие утверждения:
1) Если для t > t0 и некоторого σ > 0

yα
1 (τ) < xα

i (τ)
{

yα
1 (τ) > xα

i (τ)
}

, τ ∈ [t− σ, t), yα
1 (t) = xα

i (t),

yα̂
1 (τ) 6= xα̂

i (τ), τ ∈ [t− σ, t], α̂ ∈ {1, 2}\{α},

то найдется ε ∈ (0, σ] такое, что

Kα
i (τ) = 1

{
Kα

i (τ) = −1
}

, T α̂
i (τ) > T α

i (τ), τ ∈ [t− ε, t);

2) Если для t > t0 и некоторого σ > 0

y1
1(τ) 6= x1

i (τ), y2
1(τ) 6= x2

i (τ), τ ∈ [t− σ, t), y1(t) = xi(t),

то найдется ε ∈ (0, σ] такое, что

K1
i (τ) 6= 0, T 2

i (τ) > T 1
i (τ), τ ∈ [t− ε, t)

или

K2
i (τ) 6= 0, T 1

i (τ) > T 2
i (τ), τ ∈ [t− ε, t).



Уклонение жестко скоординированных убегающих 9

Для всех t ∈ [t0,∞) определим функции

B1
i (t) =

{
1, если K1

i (t) 6= 0, T 2
i (t) > T 1

i (t) = T 1(t),

0, в остальных случаях,
(3.7)

B2
i (t) =





1, если K2
i (t) 6= 0, T 1

i (t) > T 2
i (t) = T 2(t) и

B1
β(t) = 0 для всех β ∈ I,

0, в остальных случаях.
(3.8)

Отметим, что невозможно выполнение равенства

B1
β1

(t) = B2
β2

(t) = 1 для любых β1, β2 ∈ I и t ∈ [t0,∞).

Определяем v(t) следующим образом:

Пусть τα
0 = t0, α̂ ∈ {1, 2}\{α}. Если yα

1 (t0) = xα
β(t0) для

некоторого β ∈ I, то τα
1 = τα

2 = t0 и шаг 0 пропускаем;
0) vα(t) = δα + 2ρα, t ∈ [τα

0 , τα
1 ],

τα
1 > τα

0 − момент, когда впервые, хотя бы для
одного β ∈ I, Bα

β (τα
1 ) = 1 и vα̂(τα

1 ) ∈ Ωα̂
∗ ;

vα(t) = vα(τα
1 ) + Kα

β̂
(τα

1 )ρα/4, t ∈ (τα
1 , τα

2 ),

β̂ − минимальный из β ∈ I : Bα
β (τα

1 ) = 1,

τα
2 > τα

1 − момент, когда впервые, хотя бы для
одного β ∈ I, yα

1 (τα
2 ) = xα

β(τα
2 );

p) vα(t) = ωα(τα
2p), t ∈ [τα

2p, τ
α
2p+1],

τα
2p+1 > τα

2p − момент, когда впервые, хотя бы для
одного β ∈ I, Bα

β (τα
2p+1) = 1 и vα̂(τα

2p+1) ∈ Ωα̂
∗ ;

vα(t) = vα(τα
2p+1) + Kα

β̂
(τα

2p+1)ρ
α/4, t ∈ (τα

2p+1, τ
α
2p+2),

β̂ − минимальный из β ∈ I : Bα
β (τα

2p+1) = 1,

τα
2p+2 > τα

2p+1 − момент, когда впервые, хотя бы
для одного β ∈ I, yα

1 (τα
2p+2) = xα

β(τα
2p+2), p = 1, 2, ...





(3.9)

Далее везде считаем, что v(t) и {τα
p }pα

p=0 определены по (3.9), при
этом, либо pα < ∞, либо pα = ∞.

Лемма 3.4. [7, лемма 4] Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда
для любого набора допустимых управлений ui(t) преследователей Pi

выполнено следующее:
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1) если p1 > 2 и p2 > 2, то

{τ 1
2p}p1÷2

p=1

⋂
{τ 2

2p}p2÷2
p=1 = ∅;

2) если pα > 2, то (под знаком ÷ понимается деление нацело)

yα
1 (t) 6= xα

i (t), t ∈ (τα
2p, τ

α
2p+2), p = 0, 1, . . . , pα ÷ 2− 1;

3) vα(τ) ∈ [δα, δα + 2ραn], τ ∈ {τα
p }pα

p=0.

Лемма 3.5. [7, лемма 5] Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда
при любых допустимых управлениях ui(t) преследователей Pi либо
pα < ∞ и τα

pα = ∞, либо lim
p→∞

τα
p = ∞.

Из лемм 3.4 и 3.5 следует, что определенные по (3.9) функции vα

vα(t) ∈ [δα, δα + 2ραn] для всех t ∈ [t0,∞). (3.10)

Таким образом, полностью определена стратегия убегающего E1:
в каждый момент времени t > t0 убегающий E1 по (3.9) определяет
v1(t) и v2(t), тем самым полностью задает свое управление v(t).

Теорема 3.1. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда в игре Γ

при m = 1 происходит уклонение от встречи в конусе из любых
начальных позиций.

Доказательство. Докажем, что стратегия убегающего (3.9):
1) управление v(t), t ∈ [t0,∞) является допустимым;
2) y1(t) ∈ C1 для всех t ∈ [t0,∞);

3) xi(t) 6= y1(t) для всех t ∈ [t0,∞).

1) Управление v(t), t ∈ [t0,∞) из класса кусочно-постоянных
функций и меняет свое значение в моменты τ ∈ {τ 1

p }p1

p=0

⋃{τ 2
p }p2

p=0.

В силу (3.10), (3.1)

|v(t)| =
√

(v1(t))2 + (v2(t))2 6
√

(δ1 + 2ρ1n)2 + (2ρ2n)2 6 γ.

2) Применяя (3.10) и (3.1) получим, что

v2(t)/v1(t) 6 2ρ2n/δ1 6 tg θ,

откуда v2(t) 6 v1(t) tg θ для всех t ∈ [t0,∞). Из последнего неравен-
ства следует справедливость утверждения.

3) Утверждение следует из лемм 3.4 и 3.5.
Эти три утверждения полностью доказывают теорему.
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Отметим, что в данной работе вопросы о существовании и оценке
минимального гарантированного расстояния до убегающих не рас-
сматриваются.

3.2. Случай m > 2

На основе стратегии уклонения в конусе для одного убегающего
построим стратегию уклонения в конусе для группы жестко скоор-
динированных убегающих.

Теорема 3.2. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда в игре Γ

происходит уклонение от встречи в конусе из любых начальных по-
зиций.

Доказательство. В пространстве Rk определим вспомогательную иг-
ру Γ1 nm + 1 лиц: nm преследователей P j

i и убегающего E. Закон
движения каждого из преследователей P j

i имеет вид

ẍij + fi(ẋij, xij, t) = ui, |ui| 6 αi.

Закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = v1, |v1| 6 γ.

При t = t0 заданы начальные условия

xij(t0) = X0
ij = X0

i − Y 0
j , ẋij(t0) = X1

i , y(t0) = Y 0 = 0.

Отметим, что X0
ij 6= Y 0. Убегающий E не покидает пределы конуса

C =
{
z ∈ Rk : 〈z − z0, e〉 = 0, |z − z0| 6 a tg θ, z0 = Y 0 + ae, a > 0

}
.

В данной вспомогательной игре Γ1 преследователи действуют сле-
дующим образом: в каждый момент времени t ∈ [t0,∞) каждый из
преследователей P j

i использует одно и то же управление ui(t), вы-
бранное преследователем Pi в игре Γ.

Пусть v1(t) – управление, обеспечивающее уклонение от встречи
в игре Γ1, выбранное убегающим E в момент времени t. Определяем
управление убегающих Ej в игре Γ в каждый момент времени t > t0
следующим образом: v(t) = v1(t).

Из построения управления v(t) и теоремы 3.1 следует справедли-
вость этой теоремы.
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4. Уклонение от встречи

Используя управление, обеспечивающее уклонение в конусе, по-
строим допустимое управление обеспечивающее уклонение от встре-
чи из любых начальных позиций.

Теорема 4.1. Пусть выполнено предположение 2.1. Тогда в игре Γ

происходит уклонение от встречи из любых начальных позиций.

Доказательство. В пространстве Rk определим вспомогательную иг-
ру Γ2 n + m лиц: n преследователей P 1

i и m убегающих E1
j . Закон

движения каждого из преследователей P 1
i имеет вид

ẍi + fi(ẋi, xi, t) = ui, |ui| 6 αi.

Закон движения каждого из убегающих E1
j имеет вид

ẏj = v̂, |v̂| 6 γ.

При t = t̂0 > t0 заданы начальные условия

xi(t̂0) = X̂0
i , ẋi(t̂0) = X̂1

i , yj(t̂0) = Ŷ 0
j , причем X̂0

i 6= Ŷ 0
j для всех i, j.

Предполагается, что убегающий E1
j не покидает пределы конуса

Ĉj =
{
z ∈ Rk : 〈z − zj, e〉 = 0, |z − zj| 6 a, zj = Ŷ 0

j + aê, a > 0
}
,

где ê – единичный вектор пространства Rk.

В данной вспомогательной игре Γ2 преследователи действуют сле-
дующим образом: в каждый момент времени t ∈ [t0,∞) каждый из
преследователей P 1

i использует одно и то же управление ui(t), вы-
бранное преследователем Pi в игре Γ.

Пусть v̂(t) = v̂(t, t̂0, X̂
0
i , X̂1

i , Ŷ 0
j , ê) – управление, обеспечивающее

уклонение в конусе в игре Γ2, выбранное убегающими E1
j в момент

t > t̂0.

Определяем управление v(t) убегающих Ej в игре Γ :

0) v(t) = v̂

(
t, t0, X

0
i , X1

i , Y 0
j ,

Y 0
1 −X0

1

|Y 0
1 −X0

1 |
)

, t ∈ [t0, t1],

t1 > t0 − момент, когда впервые y1(t1) ∈ ∂D(Y 0
1 , r0);

p) v(t) = v̂

(
t, tp, xi(tp), ẋi(tp), yj(tp),

Y 0
1 − y1(tp)

|Y 0
1 − y1(tp)|

)
, t ∈ (tp, tp+1]

tp+1 > tp − момент, когда впервые y1(tp+1) ∈ ∂D(Y 0
1 , r0),

здесь p = 1, 2, 3, . . .
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Из построения управления v(t) и теоремы 3.2 следует справедли-
вость данной теоремы.

Пример 4.1. Рассмотрим игру Γ3 вида (2.1), где

k > 2, αi =
1

2
, fi(ẋi, xi, t) =

1

2
ŝin(ẋi),

через ŝin(a) для всех a = (a1, a2, . . . , ak)T ∈ Rk обозначена функция

ŝin(a) = (sin(a1), sin(a2), . . . , sin(ak))T.

Отметим, что предположение 2.1 выполнено, βi =
1

2
. Кроме то-

го, функции fi(ẋi, xi, t) являются непрерывно-дифференцируемыми
по совокупности аргументов, а их производные по всем переменным
ограниченны. Следовательно, данные функции fi(ẋi, xi, t) удовлетво-
ряют условиям существования, единственности и продолжимости ре-
шения на любой отрезок при всех допустимых управлениях пресле-
дователей. Таким образом, выполнены все условия теоремы 4.1.

Утверждение 4.1. В игре Γ3 происходит уклонение от встречи из
любых начальных позиций.
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EVASION OF RIGIDLY COORDINATED ESCAPING
OBJECTS WITH PHASE CONSTRAINTS

Aleksandr I. Blagodatskikh, Faculty of Mathematics Udmurt State
University, Cand.Sc., assoc.prof. (aiblag@mail.ru).

Abstract : In the problem of pursuit of rigidly coordinated escaping
objects by a group of inertial objects, a control guaranteeing evasion
is constructed.

Keywords : differential game, group pursuit, evasion, phase constraints.


